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Resumen

Se sabe que Chile es uno de los paises sismicos del mundo. Debido a esto se hace necesario
considerar los efectos que produce un sismo en las estructuras. Durante el terremoto del 27 de
Febrero de 2010, las estructuras de algunas ciudades de Chile fueron solicitadas fuertemente
debido a la aceleracién horizontal, sin embargo, la componente de aceleracion vertical
también fue muy importante. Por esta caracteristica, este trabajo tiene por objetivo estudiar
el efecto que produce la componente vertical de aceleracion provocada por un sismo, sobre
losas de hormig6n armado, teniendo en cuenta que la aceleracion se aplica sobre el borde de la
losa. La metodologia que ha sido utilizada, es la elaboracion de un programa computacional
escrito en lenguaje MATLAB, el cual utiliza el Método de los Elementos Finitos para calcular
tanto las tensiones como deformaciones que aparecen sobre la losa. Para evaluar el efecto de
la aceleracion vertical sobre una losa producida por un sismo, se ha realizado un analisis
estdtico y dinamico de la misma. El andlisis estatico consiste en obtener las distribuciones de
tensiones que genera una carga estatica uniformemente distribuida, la cual ha sido obtenida
de la norma chilena: NCh 1537.0f86, Diserio estructural de edificios, cargas permanentes y
sobrecargas de uso. El andlisis dindmico consiste en obtener las envolventes de tensiones que
genera la aplicacion del registro vertical de aceleraciones del terremoto del 27 de Febrero del
2010.



Abstract

It is known that Chile is one of the most sismic countries in the world. Because of
this it is necessary to take advice of structure’s quake effects. During the earthquake of
February 27, 2010, the structures of some cities in Chile were strongly shaken due to
horizontal acceleration, however, vertical acceleration component was also very important
too. For this feature, this work has as main goal to study the effect of the vertical component
of acceleration caused by an earthquake on reinforced concrete slabs, keep in mind that
acceleration is applied on the rim of the slab. The methodology has been used, is the
elaboration of a software written in MATLAB language, which uses the finite element method
for calculate both as well as tensions and strains that appear on the slab. For evaluating
vertical acelerattion effect on a slab caused by a quake, there has been perform a static
and dynamic analysis of it. The static analysis consist in obtain the tension distributions
generated by a static load, which has been obtained from the Chilean norm: NCh 1537.0£86,
Structural design of buildings, permanent load and overload usage. The dynamic analysis
consist in obtaining the envelopes of tensions generated by the application of registry of

vertical acceleration of the earthquake on February 27, 2010.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

A lo largo de la Historia, Chile se ha caracterizado por ser uno de los paises con mayor
frecuencia de episodios sismicos, prueba de ello, se cuenta con un nutrido historial de
terremotos. Solo en el siglo pasado se contabilizaron 13 de ellos, entre los que se encuentra
el terremoto de Chillan en Enero de 1939, el cual tuvo una magnitud de 8.3° Richter, Valdivia
en Mayo de 1960 con una magnitud de 9.5° Richter y finalmente San Antonio, en Marzo de
1985 que en cual se registraron 8.0° Richter.

En la madrugada del pasado 27 de Febrero del 2010, el centro sur de Chile fue sacudido,
nuevamente, por un fuerte terremoto de magnitud 8.8° Richter, el cual vino acompanado de
un tsunami que afectd la costa desde Pichilemu hasta la Peninsula de Arauco. Dentro de
las ciudades afectadas por el sismo, se encuentran Santiago, Rancagua, Talca y Concepcion,
siendo esta ultima una de las mas afectadas. Algunos edificios que colapsaron en esta ciudad

se pueden ver en las siguientes imagenes:
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(a) (b)

Figura 1.1: a) Edificio Alto Rio, Concepcion. Fuente: http./fwww.farm3.static.flickr.com. b) Torre

O’Higgins, Concepcion. Fuente: http:fwww.miradas.com.

De las imagenes anteriores, se puede inferir que estas estructuras estuvieron sometidas
a grandes deformaciones durante el terremoto, las cuales soprepasaron el limite elastico,
originando la falla de importantes elementos estructurales y por lo tanto el colapso de la
estructura.

Dentro de los elementos estructurales que fallaron por la accién de este terremoto se
encuentran las losas de hormigén armado, en las cuales se presentaron fisuras, algunas de
estas fallas se muestran en las siguientes fotografias:
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Figura 1.2: Dafos en losa a nivel de esquinas de muro. Fuente: Inspeccion Post Sismo del 27 de
Febrero del 2010 Edificio Don Manuel, realizada por Idiem.

Figura 1.3: Daiios en losa cercana a muros. Fuente: http./fwww.reclamos.cl.
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Figura 1.4: Dafios en losa cercana a muros. Fuente: Universidad Catdlica de la Santisima

Concepcion.

P g

%,
by

Figura 1.5: Daiios en losa cercana a muros. Fuente: Universidad Catdlica de la Santisima

Concepcion.

Este terremoto se caracterizd por su alta aceleracion vertical, ya que en algunos lugares
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alcanz6 valores muy similares a la componente horizontal. La red sismoldgica de Chile

presento el siguiente registro de aceleracion.

Localidad Aceleracion Aceleracion Aceleracion
Mix. Horizontal | Max. Horizontal | Max. Vertical
NS EW

Colegio San Pedro, Concepcion 0.65¢g 0.61g 0.58¢g
Cerro Caldn, Santiago 0.20g 0.23g 0.11g
Campus Antumapu, Santiago 0.23g 0.27g 0.17g
Cerro El Roble 0.19¢g 0.13¢g 0.11g
Melipilla 0.57¢g 0.78¢g 0.39¢
Olmué 0.35¢ 0.25¢g 0.15¢g
Casablanca 0.29¢g 0.33¢g 0.23¢g
San Jose de Maipo 0.47¢ 0.48g 0.24g
Colegio Las Américas 0.31g 0.23¢g 0.16g
Cerro Santa Lucia 0.24¢ 0.34¢ 0.24¢

Tabla 1.1: Registro de aceleraciones maximas del Servicio Sismoldgico de Chile. Fuente: [11].

Si se tiene en cuenta la informacion anterior, especificamente en la ciudad de Concepcion,
se puede ver que las aceleraciones maximas tanto horizontal como vertical son muy similares.

Estos altos valores de aceleracion vertical merecen un estudio especial respecto a
la respuesta que pueden originar en la superestructura. Resalta la necesidad que las
recomendaciones dadas por los codigos de disefio sismorresistente consideren la componente
vertical dentro del terremoto de disefio.

De la norma sismica chilena Nch 433 Of96 [12], la cual rige el disefio sismorresistente en
Chile, se puede desprender que las solicitaciones sismicas relevantes en el disefo estructural
provienen solamente de aceleraciones horizontales, ya que sélo ésta, determina esfuerzos y
desplazamientos.

En consecuencia, el efecto que puede provocar la aceleracion vertical sobre la superestruc-
tura y sus elementos estructurales debe ser estudiado por algin método conveniente. De este
modo, en este trabajo se ha modelado la respuesta dindmica vertical de una losa de hormigén
armado, producto de la aplicacidn de un registro sismico de aceleraciones verticales, a través
de un software que incorpora el Método de los Elementos Finitos desarrollado en lenguaje
MATLAB.
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1.2. Objetivos

Desarrollar un programa computacional capaz de modelar la respuesta vertical de losas

producto de un terremoto vertical.

1.3. Objetivos especificos

1. Desarrollar un programa que permita realizar un anélisis estructural de la losa sometida

bajo cargas estéticas, el cual debe entregar desplazamientos y tensiones.

2. Implementar un programa que permita realizar un andlisis inercial de la losa sometida a

una aceleracion vertical sobre su borde, el cual debe entregar envolventes de tensiones.

3. Desarrollar un programa que permita integrar un registro de aceleraciones verticales
aplicadas sobre el borde de la losa, con el fin de obtener las tensiones a la cual se

encuentra sometida durante la aplicacion del registro.

4. Usar el programa para modelar una losa real, la cual sufri6 fallas durante el terremoto

del 27 de Febrero del 2010, y comparar con evidencia fisica.



Capitulo 2

Ecuaciones de movimiento para
estructuras modeladas como sistemas con

muiltiples grados de libertad

2.1. Introduccion

En dindmica estructural, el nimero de coordenadas independientes necesarios para
especificar la configuracién o posicién de un sistema en cualquier instante de tiempo se
conoce como el ndmero de grados de libertad. Toda estructura continua tiene un nimero
infinito de grados de libertad, sin embargo, el proceso de seleccion o idealizacion de un
modelo matematico apropiado permite reducir los grados de libertad a un nimero discreto y

en algunos casos a uno solo [3].

2.2. Ecuacion de movimiento para sistemas con un grado
de libertad

En la siguiente figura, se muestran algunos ejemplos de estructuras que pueden ser
representadas como sistemas de un grado de libertad para el anélisis dindmico, es decir,

estructuras modeladas como sistemas con una sola coordenada de desplazamiento (y).



2.2. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON UN GRADO DE
LIBERTAD

4=y
F(y .
F(?)
l 1
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A ; -
a)

b)

Figura 2.1: Ejemplos de estructuras modeladas con un solo grado de libertad

Estos sistemas con un grado de libertad pueden ser representados convenientemente por
el modelo matématico que aparece en la figura 2.2, que tiene los siguientes elementos:
(1) un elemento masa, m, que representa la masa o propiedad de inercia de la estructura,
(2) un elemento resorte, k, que representa las fuerzas internas del sistema y capacidad de
la estructura de almacenar energia potencial, (3) un elemento de amortiguacion, ¢, que
representa las caracteristicas friccionales y las pérdidas de energia de la estructura y (4) la
fuerza de excitacion F'(¢), que representa las fuerzas exteriores que actian sobre el sistema

estructural. La fuerza F(¢) se escribe en esta forma para indicar que es una funcién del tiempo.

‘/
7
7 y
7
7,
// 7
/ e m
s o
7 () O
VS S S

Figura 2.2: Modelo matemadtico para un sistema con un grado de libertad



2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

Con el objetivo de describir el movimiento del oscilador de la figura, es decir, predecir el
desplazamiento y/o la velocidad de la masa m en cualquier instante de tiempo ¢ a partir de
las condiciones iniciales dadas en el instante ¢ = 0, se debe realizar un diagrama de cuerpo
libre de la estructura, en donde se considera El principio de D’Alembert, que establece que un
sistema puede ser puesto en equilibrio dindmico agregando a las fuerzas externas una fuerza
ficticia, cominmente conocida como fuerza de inercia (ver [3]).

Entonces, si se realiza una sumatoria de fuerzas en el eje y se obtiene:

my +cy + ky = F(t) 2.1)

La expresion (2.1) es la ecuacion de movimiento para un sistema de un solo grado de libertad.

2.3. Ecuacion de movimiento para sistemas con multiples

grados de libertad

2.3.1. Estructuras modeladas como edificio simple

Las estructuras no siempre se pueden describir directamente empleando un modelo con un
solo grado de libertad, y en general, es necesario modelar las estructuras como sistemas con
multiples grados de libertad, como por ejemplo las denominadas edificio simple.

Un edificio simple puede ser definido como un edificio, en la cual, no se producen
rotaciones en los elementos horizontales de los pisos, por lo tanto, para conseguir estas

deformaciones en el edificio se deben suponer las siguientes condiciones:

1. Toda la masa de la estructura se encuentra concentrada a nivel de los pisos.
2. Las vigas de los pisos son infinitamente rigidas.

3. Ladeformacion de la estructura es independiente de las fuerzas axiales presentes en las

columnas.
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DE LIBERTAD

En la siguiente figura se muestra el esquema de un edificio de dos pisos y su
correspondiente modelo:

piso 2 —
Fy(1)
piso 1 —
Fi()
a) b)

Figura 2.3: a) Esquema de un edificio simple. b) Deformada de un edificio simple.

Para obtener la ecuacién de movimiento, se necesita realizar un diagrama de cuerpo libre

para cada piso a partir de la siguiente figura:

E— my f———
Fy(1) 2
ky
> m —
Fi(n) 1
ky

Figura 2.4: Modelo de un edificio simple.
10



2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

Las ecuaciones de movimiento de un edificio simple se obtienen igualando a cero, la suma

de las fuerzas que actdan en cada una de las masas, asi se tiene:

miyy + (ky + ko) yi — koyr, = Fi(2)

(2.2)
maya — kay1 + koy, = F (1)
las ecuaciones (2.2) se pueden escribir como:
[M] (Y} + [K]{Y} = {F(1)}, (2.3)
donde [M] y [K] son, respectivamente, las matrices de masa y de rigidez dadas por
0
[M] = ["“ ] (2.4)
0 my
y
ki +ky, -k
K1=|" """ 2.5)
-k Kk
donde {Y}, {Y}, {F} son respectivamente, los vectores de desplazamiento, aceleracién y fuerza
dados por
.. y Fi(t
Y = yl] . ¥ = yl} . r=|00) (2.6)
y2 V2 F (1)

Cabe destacar, que la ecuacion (2.3) no solo es la ecuacion de movimiento de un edificio
simple, sino que también es la ecuacién que describe el movimiento de estructuras con

multiples grados de libertad.

2.3.2. Vibracion libre de estructuras con miltiples GDL

Cuando en una estructura no existen excitaciones externas, fuerzas o desplazamientos del
apoyo, y su movimiento se encuentra gobernado solamente por las condiciones iniciales,
se considera que estd en vibracion libre. El andlisis de las estructuras en movimiento libre
proporciona las propiedades dindmicas mas importantes de la estructura, las cuales son las

frecuencias naturales y los correspondientes modos normales de vibracion.

11



2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

2.3.2.1. Frecuencias naturales y modos normales

La ecuacidn a resolver es:

[M]{Y}+ [K]{Y} = {0} (2.7)
Para la vibracion libre de una estructura sin amortiguacion, se buscan soluciones de la forma

y1 = a;sen(wt — @)

Yo = axsen(wt — @)
(2.8)

Y = aysen(wt — @)

0 si se usa notacion matricial

{Y} = {a} sen(wt — a), (2.9)

donde a; es la amplitud del movimiento de la coordenada k y n es el numero de grados de

libertad. La aplicacién de la ecuacion (2.9) en la ecuacion (2.7) se escribe

—wMl{a)sen(wt — @) + [K{a}sen(wt — @) = {0}. (2.10)

luego, reordenando los términos, se obtiene

[[K] - w*[M]] {a} = {0}, (2.11)

que, en el caso general, es un sistema algebraico de n ecuaciones lineales homogéneas con
n incégnitas y amplitudes a;, ademds de un pardmetro w? por determinar. La formulacién
de la ecuacion (2.11) es un importante problema matemdtico conocido como problema
caracteristico. Su solucién no trivial requiere que el determinante de la matriz [K] — w?[M]

sea igual a cero, es decir,

det([K] - aﬂ[M]) = 0. (2.12)

En general, la ecuacion (2.12), resulta ser una ecuacion algebraica de grado n de la incognita
w?, la cual se satisface para n valores de w?. Para cada valor de w? que satisface la ecuacién
(2.12), se puede resolver la ecuacién (2.11) para ay, az, - - - , a,, en términos de una constante

de proporcionalidad arbitraria, lo que conlleva a obtener una sucesion de vectores {a};, la

12
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DE LIBERTAD

cual, cada uno corresponde a un valor de a)l.Z. Estos vectores son los modos normales de
vibracién (vectores caracteristicos o autovectores) del sistema dindmico y cada valor w;
son las frecuencias naturales de vibracion (valores caracteristicos o autovalores) del sistema
dindmico. La ordenacién en una matriz de los modos normales constituye la matriz modal
[¢] del sistema. Es conveniente normalizar los vectores caracteristicos o vectores de modos

normales para hacerlos satisfacer la siguiente condicion:

B Mleli=1 i=1,2,...,n (2.13)
Asi, los vectores caracteristicos (modos normales), satisfacen las importantes condiciones de
ortogonalidad
(@) [M1{g}; =0, parai# j (¢} [K1{g}; =0, parai+ j .14
y .
(@) [M1{g}; =1, parai=j (¢} [K1{¢}; = ], parai=j

Estas relaciones de ortogonalidad son equivalentes a

[p]" [M][¢] =111 'y [¢]" [K][9] = [, (2.15)

donde [¢] es la matriz modal del sistema y [€2] es una matriz diagonal que contiene los valores

caracteristicos w? en la diagonal principal.

2.3.2.2. Método de superposicion modal

El movimiento libre de un sistema dindmico puede expresarse en funcion de los modos
normales de vibracion, es decir, se puede mostrar que los modos normales pueden ser usados
para transformar un sistema de ecuaciones diferenciales con ecuaciones acopladas en un
nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales desacopladas, en el que cada ecuacién contiene
una sola variable dependiente. Por lo tanto el método de superposiciéon modal reduce el
problema de encontrar la respuesta de un sistema con multiples grados de libertad a la
determinacion de las respuestas de sistemas con un solo grado de libertad.

El sistema de ecuaciones (2.2) es un sistema acoplado, por lo que se hace necesario
transformarlo en un sistema desacoplado, expresando la solucién de las ecuaciones (2.2) en
funcién de los modos normales multiplicados por coeficientes que determinan la contribucion
de cada modo, estos factores son funciones generales del tiempo z;(¢). Por lo tanto, la solucién

de las ecuaciones (2.2) son de la siguiente forma:

13
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DE LIBERTAD

yi(0) = d1121(F) + P1222(1)

(2.16)
2(8) = ¢2121(1) + $2222(1),
o bien
v} = [¢l{z}. (2.17)
Si se introduce la ecuacién (2.17) en (2.3), se obtiene
[M1[¢1{z} + [K][glz} = {F(®)}. (2.18)
Multiplicando la ecuacién (2.18) por [¢]? se tiene
(61" [M1[81{z} + [¢) [K1[p1{z)} = [#]"{F (1)} (2.19)

Las condiciones de ortogonalidad entre los modos normales (ecuaciones (2.14)) implican que

[¢)" [M][¢] = [1] (2.20)

(91" [K1[#] = [Q]. (2.21)

Por lo tanto, la ecuacion (2.19) puede ser escrita como

%+ wiz = Pi(1) : i=1,2,3,---,n, (2.22)

donde la fuerza modal P;(¢) se encuentra dada por

Pi(t) = ¢1iF1(t) + ¢2iF2(t) + ... + dniF (D). (2.23)

14
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DE LIBERTAD

2.3.3. Respuesta de un edificio al movimiento de la base

Las ecuaciones de movimiento para un edificio simple de n pisos como el de la figura 2.5,
sometido a una aceleracion basal, se obtienen igualando a cero la suma de las fuerzas que

actdan en cada piso, estas son

my >
A7 Yn
kn
S
my—q —>
—1— Jﬁ ynfl
m2 V— V—
s
2
7
m —
/ Vi
ki
o

- 7
. ////,//./// Vs

Figura 2.5: Modelo de edificio simple excitado en su base.

miyr +ki(y1 —ys) —ka(y2—y1) =0
moyy +ky (y2 —y1) —ks(y3—y2) =0

(2.24)
mn—lj}n—l + kn—l (Yn—l - yn—Z) - kn (Yn - yn—l) =0
mnyn + kn (yn - yn—l) =0.
Se introduce en la ecuacion (2.24)
Ui =yi—=Yys ; i=1,2,---,n (2.25)

lo que da por resultado

15
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DE LIBERTAD

myiiy + ki — ko (up — uy) = —my s
myiiy + kotty — k3 (U3 — up) = —my s
(2.26)
My—ylin-1 + Kp-1 (Un-1 = Un—2) — ky (U — Up—1) = =11 Y
My + ky Uy — tn-1) = =1y, .
Las ecuaciones (2.26) se pueden expresar en notacion matricial como
[M it} + [KNu} = —[MI{1}3,(1), (2.27)

donde [M] es la matriz de masa, [K] es la matriz de rigidez, {1} es un vector con todos sus
elementos igual a 1, ¥, = 4(¢) es la aceleracion aplicada a la fundacién del edificio; y {u}
y {it} son, respectivamente, los vectores del desplazamiento y de la aceleracion relativos al
movimiento de la fundacién.

Como se ha demostrado, el sistema de ecuaciones diferenciales (2.24) puede ser

desacoplado mediante la siguiente transformacion

{u} = [¢){z}). (2.28)

La aplicacién de la ecuacion (2.28) en la ecuacion (2.27) seguida por la premultiplicacion de

la matriz de modos normales [¢]7, da por resultado

(91" [M1[){z} + (8] [K1[¢)(z) = ~[8]] IMH{1}3,(). (2.29)

Después de introducir en la ecuacién (2.29) el método de superposicién modal (ecuaciones

(2.20) y (2.21)), se obtienen las siguientes ecuaciones modales

G+wiz =Ty i=12--,n, (2.30)

donde el factor de participacion modal I';, estd dado por

ri:_ij(bﬂ : i=1,2,3,--,n. (2.31)
i=1

Si se define la ecuacion

% =T, (2.32)

16
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Abhora, si se introduce la ecuacion (2.32) en la ecuacién (2.30) se obtiene

gitwigi =y i=1,23,-.n. (2.33)

La ecuaciéon (2.33) corresponde a la ecuacion modal de movimiento de un edificio
simple sin amortiguacién con movimiento en su base, por lo que la resolucién de ésta,
sOlo proporciona los desplazamientos modales g; del edificio. Para encontrar el vector de
desplazamientos relativos {u} del edificio, primero se hace necesario obtener el vector de

desplazamientos modales {z} y luego utilizar la ecuacion (2.28).

17
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DE LIBERTAD

2.3.4. Respuesta de un edificio simple con amortiguacion al movimiento

de la base

La consideracion de la amortiguacién en el andlisis dindmico de estructuras complica
el problema, ya que no solo las ecuaciones diferenciales del movimiento tienen términos
adicionales debido a las fuerzas de amortiguacion, sino que, para que se logre que las
ecuaciones se desacoplen mediante una transformaciéon de coordenadas, se hace necesario
imponer ciertas restricciones sobre los coeficientes de amortiguacion. La amortiguaciéon que
existe en una estructura es relativamente pequefia y no se afecta el célculo de las frecuencias
naturales de los modos normales, por lo que en la practica, el problema caracteristico de una
estructura amortiguada se resuelve omitiendo la amortiguacién y usando los mismos métodos

empleados en las estructuras sin amortiguacion.

my, >

78 Vi

S
S
—]— —A— Yn

V— V—

e %) Y2
2]

— k21>
ny >

—CEIJ V1

k.

7 |

Fundacion

; /ys'
. ///////.///

Figura 2.6: Modelo de edificio simple con amortiguacion excitado en su base

De la figura 2.6 se puede establecer el siguiente equilibrio de fuerzas:
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2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS

DE LIBERTAD

myr+ci (G —=y)+kiyi—y)—ci1Gr=3)—ka(y2—y1) =0
myr, + (= y1) +ko (2 —y)—c1 (3 =y2) —ks(y3=y2) =0

mn—lyn—l + Cy-1 (yn—l - yn—Z) + kn—l (yn—l - yn—2) —Cp @n - yn—l) - kn (yn - yn—l) =0
mnj}n + ¢y (yn - yn—l) + kn (Yn - yn—l) =0.

Se introducen en la ecuacion (2.34)
Ui =yi = ys
ui = yi - ys

lo que da por resultado

(2.34)

(2.35)

myity + iy + kyuy — ¢ (ity — i) — ko (up — uy) = —my iy

myiiy + Cally + kouty — 3 (i3 — i) — ks (U3 — up) = —my s

mn—lun—l + Cp-1 (un—l - un—Z) + kn—l (un—l - un—Z) —Cp (un - I/.tn—l) - kn (un - un—l) = _mn—lys
mnj}n +Cy (un - un—l) + kn (un - un—l) = _mnj}s-
(2.36)

Las ecuaciones (2.36) se pueden expresar matricialmente como

[Mit} + [CNi} + [KNub = —[MI{1}¥,(2)

donde [C] es la matriz de amortiguacién, dada por

7C1 + Cp —C 0 ce 0

—C C) +C3 —C3 cen 0

[C] = 0 —C3 czt+cq ... 0
0 0 0 Cn-1 + Cn|

(2.37)

(2.38)

Los coeficientes que componen la matriz de amortiguacién no pueden ser obtenidos

explicitamente, debido a esto se incorporan en las ecuaciones de movimiento solo a nivel
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2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

modal (ver [3]).

El sistema de ecuaciones (2.37) puede ser desacoplado mediante la ecuacion (2.28),
donde [¢] es la matriz modal obtenida en la solucidén del sistema de vibracion libre sin
amortiguacién. Con la aplicacién de la ecuacion (2.28) en la ecuacién (2.37) seguida por

la premultiplicacién por el vector modal i transpuesto, {¢}] se obtiene

(91" [MI[1{Z) + [81T [ClIpNz} + (41 [KI[BlHz) = ~[]" MI{1}§,(2). (2.39)

Debido a las propiedades de ortogonalidad se sigue

(o} [(M1{g}; =0, parai+j 'y  {¢} [MI{¢}; =0, parai# j. (2.40)

Andlogamente se supone que

(@} [Cl{g}; =0, parai+j y (¢} [Cl{g} =ci, parai# j. (2.41)

Entonces la ecuacion (2.39) se puede escribir

Zitcizi+ w?Zi =I';y,(2) ; i=1,2,3,--,n, (2.42)

o alternativamente como

Zi + 2§,‘(1),‘Zi + (L)izzi = F,ys(t) ; 1= 1, 2, 3, R (R (243)

Si se introduce el cambio de variables dado por las ecuaciones (2.32) se obtiene

B+ 26wi8i + wigi = V(D) ; i=1,2,3,---,n, (2.44)

donde &;, w; son el coeficiente de amortiguacion y frecuencia natural de cada modo de vibrar
respectivamente, al igual que g;, £; y g; son la aceleracion, velocidad y desplazamiento de
cada modo y y(¢) es la aceleracion del suelo o la base (ver [3]).

Es posible obtener una solucion analitica de la ecuacion (2.44), s6lo cuando el término
V,(t) corresponde a una aceleracion del suelo sinusoidal (ver [3]). Sin embargo lo anterior
no siempre es posible, debido a que los registros de aceleraciones de terremotos no son
sinusoidales, por lo tanto, para resolver la ecuacion (2.44) se hace necesario utilizar un

método numérico, en este caso se ha utilizado el Método de Newmark (1965).
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2.3. ECUACION DE MOVIMIENTO PARA SISTEMAS CON MULTIPLES GRADOS
DE LIBERTAD

2.3.4.1. Método de Newmark

Este método puede ser utilizado para resolver ecuaciones de movimiento para sistemas
de multiples grados de libertad, sin embargo, la formulacién que se ha implementado
corresponde a la de estructuras de un grado de libertad. Como la ecuaciéon de movimiento
que se requiere resolver es la (2.37), se hace necesario aplicar el Método de Superposicion
Modal para desacoplar dicha ecuacion, con el fin de obtener una serie de ecuaciones modales
de movimiento para un grado de libertad, las cuales se han resuelto mediante el Método de
Newmark.

El autor (ver [10]) propone la resolucién paso a paso a partir de la ecuacion:

[Myni1 + [Clyner + [K]yper = {Fpiahs (2.45)

donde se han definido las ecuaciones bdsicas que modelan la velocidad y desplazamiento

respectivamente

Vet = Y + (1 = Dp + Aner) At (2.46)

1
Yn+l = Yn + ynAt + ((5 _,u)j}n +/~1yn+1) > (247)

con A = t,,, —t,, y los pardmetros A y u tienen un valor de 1/4 y 1/2 respectivamente.

De la ecuacion (2.47) se despeja y,.; y se obtiene

1

(—) . (2.48)

1 Vn
(Yn+l_yn)__ 2/1—1

Reemplazando la ecuacion (2.48) y (2.46) en la ecuacion de movimiento (2.45) se obtiene

m Ca m
(—At2 e +uK)yn+1 = puFu + (Kz + C(ﬁ—u))yn“'
m 1 At
N — 1))y, + (= - 2025, 2.4
+(+ca u))yn+((2 o+ C(A = 24> )yn (2.49)

La ecuacion (2.49) es la que se utiliza para implementar numéricamente el método, ya
que es posible despejar el término y,.;, el cual, en este caso particular, corresponde al
desplazamiento modal g;. Una vez obtenidos los desplazamientos modales g; se pueden

obtener el vector de desplazamientos relativos {«} tal como se ha dicho en la seccion 2.3.3.
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2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

2.4. Ecuacion de movimiento de una placa

2.4.1. Deduccion de la ecuacion diferencial de movimiento de una placa

en vibracion libre

La ecuacion que rige el comportamiento mecanico de una placa, es decir, la forma en que
se relacionan las propiedades geométricas y resistentes del material, las cargas aplicadas y la
deformacion vertical de la losa (flecha), estd dada por la ecuacién diferencial, que se detalla

a continuacion.

2.4.1.1. Ecuaciones de equilibrio estatico de la placa

Estableciendo el equilibrio de fuerzas en un elemento diferencial de placa (figura 2.7) se

deducen las ecuaciones siguientes:
Equilibrio de fuerzas verticales

00,
Y F=0=( d )y + (—=dy)dx + qdxdy = 0, (2.50)
dy
de donde, dividiendo por dxdy se tiene

00, , 90,
0x ay

+q=0. (2.51)

Equilibrio de momentos

M, oM, 00,
ZM =0= dy dx + x|dy -0y + ——dy|dxdy---
0x ay
8Qx dy
—= — =0. 2.52
(0x )dy2 +qa,’)cdy2 0 (2.52)

ZM,_O:(

) dy + (agj} dy) dx — (Qx 90 dx) dxdy - -

8 d d
(% ) ax® 1 gaxay® = o, (2.53)
ay 2 2

Despreciando términos de segundo orden, se obtienen

22



2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

oMy My =0 (2.54)
dy ox Yo ’
y
8(%" + az;yxy -0,=0. (2.55)
(M). + Gldy)dx (Mxy - ”(‘ffdv) dx
Re
M,dy dy (Mx + %dx) dy M,y dy dy
ﬂ " "\ s M,y + %dx)dy
V M ydx
Mydx (Qy + %"dy) dx
e L AT
dx
dy q
L oo Bear)ay
dex

Figura 2.7: Diagrama de cuerpo libre de la placa.

Diferenciando (2.54) y (2.55) con respecto a y y x, respectivamente y sustituyendo en
(2.51) se obtiene

*FM, oM, M,
+ +
ox*>  0xdy  0y?
Por otra parte, para una placa delgada de Kirchhoff el vector (para mas detalle ver capitulo
3)

=—q. (2.56)

&w

Ex gz

— — ik
e=lg | = —z#{ , (2.57)

A, Pw

Yy 22550

es el vector de deformaciones independientes de la placa. Dicho vector tiene asociado el
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2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

correspondiente vector de tensiones

T
o=lo. oy Ty (2.58)
Partiendo de la relacion general entre tensiones y deformaciones de la elasticidad
tridimensional y haciendo uso de que o, ¥, ¥,. son nulas, puede encontrarse una nueva

expresion entre las tensiones y deformaciones no nulas. Para material isétropo se tiene

y 0
1 0 |e=Des. (2.59)
0

Se define ahora el vector de esfuerzos como

X O-)C

3 3
or=1|M, :f z|oy dz:f zodz, (2.60)
Mxy -2 Txy 2

donde M,, M, son los momentos flectores de las tensiones o, y o, con respecto al plano
medio, respectivamente y M,, es el momento torsor producido por la tension tangencial 7.

Sustituyendo en (2.60) las relaciones (2.59) y (2.57) se encuentra

4 5 )
& = f tDedz = f 2Dédz = D)é,, (2.61)
-4 -4
donde
. P
b -"p 2.62
r=13 (2.62)

N 2

oz W Oxdy

es el vector de deformaciones generalizadas de flexion o vector de curvaturas.
Finalmente, reemplazando (2.59), (2.62) y (2.63) en (2.61) se tiene

&*w

Mx t3 E 1 v 0 32?
Ml=-Gasslr 1o af | (2.64)

1-y w

Mxy 0 0 - m
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2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

Desarrollando la ecuacion (2.64) y diferenciando M, dos veces con respecto a x, M, dos
veces con respecto ay, y M,, con respecto a x y ay, y reemplazando en (2.56) se tiene

< (64w ) o*w N o*w

AP ox?oy>  ay*

que es una ecuacion diferencial (ecuacion de Lagrange) de cuarto orden que relaciona la

) =-q. (2.65)

flecha con la carga repartida y las propiedades del material.

El pardmetro D se denomina Rigidez flexural de la Placa y su expresion estd dada por:

5. = EF
P20 =y

donde E es el Mddulo de Young (Médulo de Elasticidad), v es la relacién de Poisson, ¢ es el

(2.66)

espesor, g es la carga repartida y w es la deformacion vertical de la placa.

2.4.1.2. Ecuaciones de movimiento en vibracion libre de una placa

De acuerdo con el Principio de D’Alembert (ver [3]) (agregando las fuerzas de inercia),

las ecuaciones de equilibrio para la placa de la figura 2.7 son las siguientes:

Equilibrio de fuerzas verticales

2

80, 0 P
Y F=0= Qi) dy + (22 i) dx + gdndy + 712 axay =0, @.67)
Ox Oy or?

Dividiendo por dxdy se tiene

00, 00, _Pw 3
ot 5 tqtim s = 0, (2.68)

donde 7 es la masa por unidad de superficie de la placa.
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2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

Equilibrio de momentos

M oM 0
> M, =0 ( ydy)dx+( axydx)dy—(Qy+%dy)dxdy---
90, , dy
( ox )dy > + gdxdy— > =0, (2.69)

oM
> M=0= M) dy + [ —2dy|dx - Qx+%dx dxdy - - -
0x ay 0x

00, dy
( o dy) dxj + gdxdy— > =0. (2.70)

Despreciando términos de segundo orden en (2.69) y (2.70), se obtienen

oM, + My 0,=0 (2.71)
dy Ox Yo '
y
oM, OM,,
-0, =0. 272
P o 0 (2.72)

Diferenciando (2.71) y (2.72) con respecto a y y x, respectivamente y sustituyendo en
(2.51) se obtiene

FM, M, M, _w
al ¥ - g 2.73
o < axay oy ar T 1 2.73)

Por otra parte, si se considera la ecuacion (2.64) se obtiene

. ((94w o w . (94w) maz_w
ot " “ox29y2 * ay? o

La ecuacién (2.74) es la misma que la ecuacién (2.65), exceptuando el témino adicional

= —q. (2.74)

correspondiente a la fuerza inercial.

La ecuacion (2.74) es la que se ha resuelto mediante el Método de los Elementos Finitos.
En el capitulo 3, se ha presentado la formulacién de elementos finitos de una placa, la cual
ha sido utilizada para resolver la ecuacion (2.74). La aplicacién del Método de Elementos
Finitos a la ecuacion (2.74), es decir discretizar la losa, genera las matrices de rigidez y masa

de ésta. Finalmente, si se agrega la amortiguacion, se obtiene la respuesta dindmica de una

26



2.4. ECUACION DE MOVIMIENTO DE UNA PLACA

losa sometida a aceleraciones verticales aplicadas sobre su borde.
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Capitulo 3

Formulacion de Elementos Finitos

3.1. Esfuerzos de flexion: Teoria de placas de Kirchhoff

3.1.1. Estado de placa

Se define como placa al s6lido paralelepipedo en el que una de sus dimensiones (espesor)
es mucho mas pequena que las otras dos. La superficie plana equidistante de las caras de
mayores dimensiones se denomina plano medio de la placa. Por otra parte se define como
estado de placa al estado de cargas en el que s6lo actian como cargas exteriores fuerzas
normales al plano medio y momentos cuyos ejes estan contenidos en dicho plano (figura
3.1).

3.1.2. Hipétesis fundamentales

Las hipdtesis sobre las que se basa la teoria de placas de Kirchhoff son las siguientes:

1. En los puntos del plano medio de la placa se tiene:

u=v=_0. (3.1)

Es decir, los puntos del plano medio s6lo se mueven verticalmente.

2. Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen el mismo

desplazamiento vertical.

3. La tension normal o, es despreciable.
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3.1. ESFUERZOS DE FLEXION: TEORIA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

4. Los puntos sobre rectas normales al plano medio antes de la deformacién permanecen
sobre rectas también ortogonales a la deformada del plano medio después de la

deformacion.

]

0, —
: Y IZ/\ %no medio
\ >

L= X, U

Figura 3.1: Definicion geométrica de una placa y convenio de signos para desplazamientos y giros.

3.1.3. Campo de deformaciones

De las hipotesis 1, 2 y 4 anteriores se deduce que:

u(x, Y, Z) = _ng(-x7 y)9
v(x,y,2) = =z0,(x, ), (3.2)
w(x,y,2) = w(x, y), '

donde w es el desplazamiento vertical (flecha) de los puntos del plano medio y 6, y 6, son
los dangulos que definen el giro de la normal (hipétesis 4) contenidos en los planos xz e yz
respectivamente. El vector
T
u=|w 6, 6 (3.3)

se denomina vector de movimientos (contiene los desplazamientos y giros) de un punto del

plano medio de la placa.
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3.1. ESFUERZOS DE FLEXION: TEORIA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

De la hipdtesis 4 y la figura 3.2 se deduce que

ow ow
9 = — 9; = /. 34
X 0,X,' y Y ay ( )
Z
n’ n
O
deformada supuesta de la normal normal inicial

plano medio
espesor ¢

0, = 2~
X

deformada real de la normal

ow

Plano yz 6, = 3¢

Figura 3.2: Deformacién del plano medio de una placa delgada y giro de la normal.

Es decir, los giros de la normal en un punto coinciden con la pendiente del plano medio
en ese punto.
Por consiguiente, el campo de desplazamientos de la placa se puede expresar en la

siguiente forma:

ow(x, y)
M(x’y’ Z) =0
ox
W Y.Z) = — ow(x, y)
’y3Z - Z 6}) 9 (3.5)

w(x,y,z) = w(x,y),

y el vector de movimientos de la ecuacion (3.3) se escribe como

u=lw 2 o) (3.6)

30



3.1. ESFUERZOS DE FLEXION: TEORIA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

La mayor parte de las teorias de placas se basan en la hipdtesis de deformacion recta de
la normal. En realidad esto no es mds que una aproximacion, pues la seccion transversal
se distorsiona con la deformacion como se muestra en la figura 3.2 y el angulo 6, 6 6,
depende de la altura sobre el plano medio. La hipétesis de deformacién recta de la normal
equivale a suponer un giro medio uniforme para cada normal, 1o que evidentemente simplifica
el problema.

Hay que afiadir que la hipétesis de ortogonalidad de la normal sélo se cumple para placas
de pequefio espesor (relacién espesor/ancho medio: 7 < 0, 05).

3.1.4. Campo de deformaciones, tensiones y esfuerzos

De las expresiones de la elasticidad tridimensional y (3.2) se deducen:

8—_62_W
X = Zaxz,
y (9)72’
e, ~ 0,
ou Ov Pw
X':_+_:_2_? 37
Yoy dy Ox Z@x@y G-7)
—8_W+@—0
Y= gy T T
—8—W+@—O
’)/yz_ay 82_ ’

Se deduce de (3.7) que la cuarta hipétesis de Kirchhoff conduce a que las deformaciones
transversales y.. y ¥,. son nulas. Por consiguiente, las tensiones tangenciales transversales
no contribuyen a la deformacién de la placa. Es interesante destacar que la hipdtesis
3, finalmente, conduce a que el trabajo de deformacion o.e; es nulo, por lo que puede
prescindirse de la deformacién &, en el andlisis, pudiendo obtenerse su valor a posteriori

en funcion de g, y &.

Nuevamente, por simplicidad, el vector & de deformaciones independientes de la placa es

32

Eyx —Zﬁ

_ _ ik
e=|g|= —za—yvzv . (3.8)

&Pw

Yy _Zzﬂxﬁx
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3.1. ESFUERZOS DE FLEXION: TEORIA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

Dicho vector tiene asociado el correspondiente vector de tensiones

c=lo o 1 - (3.9)

Partiendo de la relacion general entre tensiones y deformaciones de la elasticidad
tridimensional y haciendo uso de que o, ¥,; ¥ v, son nulas, puede encontrarse una nueva

expresion entre las tensiones y deformaciones no nulas. Para material is6tropo se tiene:

£ 1 v O
o= y 1 0 |e=De (3.10)
1 —v?
00 I%V
Se define ahora el vector de esfuerzos como
M, t |Ox ‘
2 2
cr=|M,|= f z|oy|dz = f zodz, (3.11)
Mxy -2 Txy 2

donde M,, M, son los momentos flectores de las tensiones o, y o, con respecto al plano
medio, respectivamente y M,, es el momento torsor producido por la tension tangencial 7.

Para convenio de signos ver la figura 3.3.

d d
dx Y dx Y

oy

T A
SN - ; S E

x| M,

Figura 3.3: Convenio de signos para tensiones y momentos en una placa.
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3.1. ESFUERZOS DE FLEXION: TEORIA DE PLACAS DE KIRCHHOFF

Sustituyendo en (3.11) las relaciones (3.10) y (3.8) se encuentra

t t

ff:f zDstZf ?Dé;dz = Djéy, (3.12)
-3 -5
donde
. 3
D,=—D 3.13
=1 (3.13)

es la matriz constitutiva de flexion y

f [ & & 2w ]’

es el vector de deformaciones generalizadas de flexién o vector de curvaturas.

Comparando (3.8) con (3.14) se deduce que

gp = z&y. (3.15)

3.1.5. Expresion del Principio de los Trabajos Virtuales

El PTV para el caso de carga repartida de intensidad ¢ y fuerzas puntuales W; (actuando

ambas en direccion del eje z ), se escribe para el caso estatico

f f f se’odV = f f SwqdA + Z Sw; W, (3.16)
14 A :

Las caracteristicas del problema de flexién de placas permiten simplificar la integral de

volumen del trabajo de deformacién virtual en otra sobre el plano medio de la placa en

t

funcidn de los esfuerzos y deformaciones generalizadas. Asi se tiene
2 A
zadz)dA - f f 56T dA.
A

e [[[ o ([ st [

Por consiguiente, operando con los esfuerzos y deformaciones generalizadas el estudio
de un problema de flexién de placas adquiere un caracter bidimensional, ya que todas las
integrales y variables del problema son funcién unicamente de las coordenadas del plano

medio de la placa. Es interesante desarrollar (3.17) como
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3.2. FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

o*w o*w 0*w
SU = (6—Mx + 620 4252 up )dA. 3.18
‘[fA 0x? oy’ oxoy (-18)

En la expresion anterior se aprecia claramente que el trabajo de deformacion virtual de
la placa puede obtenerse a partir de las contribuciones del trabajo que realizan cada uno de
los momentos sobre las curvaturas correspondientes. Asimismo, vemos que en el integrando
de (3.18) aparecen derivadas segundas de la flecha, lo que exige que tanto la flecha como su

primera derivada sean continuas (continuidad de clase Cj).

3.2. Formulacion de Elementos Finitos

La forma intuitiva més sencilla de satisfacer los requisitos de continuidad C; para la flecha

es tomar la flecha y sus dos giros como variables nodales. Por tanto, en general, tendremos

ow
0x

nodos serd 3n. Este nimero determina la cantidad de términos del polinomio que aproxima

tres variables por nodo w;, (5%), y (‘Z—V;)l y el ndmero total de variables de un elemento de n

w dentro de cada elemento.

Asi, pues, en general

w:ozl+a2x+a/3y+oz4x2+a5xy+..., (3.19)

hasta 3n términos.

El célculo de las a; se efectia imponiendo las siguientes condiciones en los nodos

w; = (w);,
ow
Ox; = (g)i’ (3.20)
ow
Oy = (—) ,
Y by ),
coni=1,2,3,...,n,lo que proporciona 3n ecuaciones.

El problema fundamental reside en la seleccion adecuada de los términos del polinomio
dado por (3.19), ya que en general suele haber varias alternativas. Cada una de ellas define

un elemento distinto cuyas propiedades deben ser estudiadas con detalle.
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3.2. FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

3.2.1. Elemento rectangular de cuatro nodos MZC, deduccion de la

matriz de rigidez, masa y vector de fuerzas nodales

La figura 3.4 muestra el elemento MZC. Por tener cuatro nodos, el nimero de términos
del polinomio dado por (3.19) debe ser 12. Vemos, por consiguiente, que de entrada
hay que renunciar a la utilizacién de un polinomio completo, puesto que los polinomios
completos de tercer y cuarto orden tienen 10 y 15 términos, respectivamente. Asi pues, deben
omitirse algunos términos del polinomio de cuarto orden. Melosh, Zienkiewicz y Cheung
desarrollaron un popular elemento rectangular, el cual se ha denominado MZC, basdndose en

la siguiente aproximacion:

w = qa +a/2x+a/3y+a4xz+a/5xy+a(,yz+a/7x3+agxzy+cx9xy2+a/10y3+cy11x3y+cx12xy3 (3.21)

4 n=1 3
n
é\::X—X()
a
2b| £=-1 : £=+1
’ n=pt
y o n=-1 2
| |
| 2a |

Figura 3.4: Elemento de placa rectangular de cuatro nodos no conforme MZC.

La expresion anterior garantiza la invarianza geométrica y asimismo que a lo largo de los
lados x = constante 6 y = constante, la flecha varia segin un polinomio completo de tercer

. aw ow 4 (0w aw .
grado. Las cuatro variables w;, wj, (57);, (57 ;0 a—y)i, (2% ; correspondientes a los nodos del

ox B_y
lado i — j permiten calcular de manera univoca las cuatro constantes de dicho polinomio, con
lo que queda garantizada la continuidad de w entre elementos.

Las constantes a, @z, as, ..., @ se calculan haciendo uso de las ecuaciones (3.20). Tras

operar, se encuentra
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Wi (03]

01 @
Oy1 a3
a9 =|:1=A| |, (3.22)
Wy @10
04 ap
64 ] @12 ]
con
(1 x oy 2 oy ¥ By oxyr ¥y xy x|
01 0 2x y 0 3x 2xy1 » 0 3xiyi
A=[0 0 1 0 x 2x; 0 X 2xy 3 x 2xyi|. (3.23)

|0 0 1 0 x4 294 O xﬁ 2X4Y4 3yf1 xi 2)c4y‘21 ]

De (3.22) se calculan las @; como

a;=A"d". (3.24)

Finalmente, de (3.21) y (3.24) se obtiene

w=Pla=PA "4 = Na?, (3.25)

donde N es la matriz de funciones de forma del elemento con

P:[l xy 22 xy ¥y ¥ Xy x? ¥y Py o ] (3.26)

Afortunadamente el proceso anterior ha sido resuelto de forma general, obteniéndose una

forma explicita de la matriz N. De esta manera se tiene:

. ow = (0w
w = [NiWi+Ni(—) +Nl(—)] = Na(e), (3.27)
— ox ), dy
donde
N = [Nl N>, N; N4] ; Ni = [N, N,' =i] (328)
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=l © ; “EE)Z[W" (%)l (%),]T (3.29)
as

son las matrices de funciones de forma y el vector de movimientos del elemento j de un

nodo i, respectivamente. La expresion analitica de las funciones de forma N; = [Ni, N, ]\7,-] en
coordenadas naturales es:

N;

1
gL+ EO U+ (2+&& +mm =& =17),
S(E@-1)Eroanm.

N;

(3.30)
= b
Ni= g (P = 1)@ +n) (1+&6).

La matriz de deformacion generalizada de flexion se obtiene haciendo uso de (3.14) y
(3.27) como

Pw
e 4
~ 2
p=|-2%|= > Ba” = Ba®, (3.31)
Y =
dxdy
con
Bf = [Bl BQ B3 B4] (332)
y
_ PN, N PN,
T
— 1) N,' 0 N,' 0 Nl'
Bi — | "oz - 9y? - ayz: . (333)

_2 62/\/ i _2 321\_/ i
0xay 0xdy 0xdy

Para el cédlculo de las derivadas segundas de las funciones de forma en la matriz B;, se
debe tener en cuenta que

& 1E P 1R

= : _— 3.34
ox*  a?o&? oy>  b?on? (3:34)
Ademas, de (3.27) y (3.31) se deduce que
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ow = N6a'® y 68 = B6d'. (3.35)

Haciendo uso de estas expresiones y de la relacion (3.12) entre esfuerzos y curvaturas, tras

sustituir adecuadamente en el PTV, la ecuacion matricial de equilibrio del elemento es

K949 = ¢© + f©, (3.36)

donde la matriz de rigidez elemental viene dada por

K¢ .= f f B! D;Bidxdy. (3.37)
Al
La matriz de masa elemental es
M) = im f N/ Ndxdy, (3.38)

y el vector de fuerzas elementales equivalentes debido a una carga repartida g es

(e)

=

gi=|M,| = f N! gdxdy = ff q|N;|dxdy. (3.39)
Al©) Al©) =
Myi N;
Por otra parte, £ en (3.36) es el vector de fuerzas nodales de equilibrio utilizado para el

ensamblaje

£ = [Wi M, My,.]T . (3.40)

Finalmente, la expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes para una carga g

uniformemente distribuida sobre el elemento es:

(e) _ 1 a b 1 a b 1 a b 1 a b
9" =4qab| } & L 1 -£ L1 4 L1 o L] (3.41)

Resta decir que las integrales (3.37) y (3.38) se calculan por el método de integracion
numérica de Gauss para dos dimensiones (ver [4]), teniendo en cuenta la ecuacion (3.34),
obteniendo asi la matriz de rigidez y de masa elemental. Las matrices en coordenadas globales
de rigidez y de masa, al igual que el vector en coordenadas globales de fuerzas nodales, se
obtienen con el cldsico proceso de ensamblaje a través de los vectores de coordenadas y

conectividades de cada elemento que compone la malla de elementos rectangulares.
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3.2.1.1. Calculo de tensiones
Los esfuerzos en los puntos nodales se calculan con la siguiente expresion

(e)
("

oy| =DsBsa". (3.42)
Tyy
Debido a que las tensiones se calculan en los nodos de cada elemento, puede ocurrir que en
nodos comunes sus valores varien considerablemente. Esto se puede solucionar promediando
los valores de las tensiones que comparten el mismo nodo, lo cual se denomina alisado de
tensiones.
Tal como se ha mencionado anteriormente (Capitulo 2), una vez que se ha resuelto la
ecuacion (2.74) y se han utilizado las ecuaciones (2.37) y (2.44) se pueden obtener las
tensiones sobre la losa a través de la ecuacion (3.42). Cabe destacar que la ecuacion (3.42) se

ha utilizado para el cdlculo de tensiones del caso estatico y dindmico del elemento rectangular.
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3.2.1.2. No Conformidad del elemento MZC

Es importante resaltar que aunque el campo de desplazamientos definido por (3.21)
establece la continuidad de w entre elementos, no garantiza, sin embargo, la continuidad del
las primeras derivadas, excepto en los nodos donde toman un valor tnico. Para aclarar esto
consideremos los elementos (A) y (B) de la figura 3.5. Supongamos que todas las variables
son cero a excepcion de 6, en el nodo 3 del elemento (B), que toma el valor unidad. En el

elemento (A) la flecha w es cero y, por cons1gulente a lo largo del lado 2—5 comtin a ambos

(-1 1)(1+n) L (£-DED
8 2 8

a lo largo del lado 2-5. Vemos, pues, que existe una clara discontinuidad entre los valores de

6w

elementos. En el elemento (B) la flecha vale de manera que (@) =

la derivada 5+ a lo largo del lado comin, indicando que el elemento MZC en incompatible o

no conforme.

Representacion de ‘9w

en el elemento B

Discontinuidad de 2%
alo largo del lado 2 — 5

YL (A) :

X

1¢ ¢

Todos los movimientos son nulos a excepcion de 6,, = (%)3 =1

Figura 3.5: Ejemplo de discontinuidad de la derivada £* OW a lo largo de un lado comun a dos elementos.

Esta falta de continuidad de la derivada normal a un lado, que en este caso coincide con el

*w *w
0xdy y ayox

diferente en los nodos, violdndose uno de los requisitos bésicos de continuidad de la funcién

giro normal (figura 3.6), se traduce en que las derivadas cruzadas toman un valor

w.
Esta circunstancia puede comprobarse observando la figura 3.6a. La derlvada > alolargo
del lado 1 — 2 depende de los valores (0_)1 y (@) mientras que la derlvada a 10 largo de

dy
, a 3 alolargode 1-2 depende de ( ax) y (,a;;;
ow

a lo largo de 2 — 3 depende de ( ) Como generalmente ( ) y (3)3 son independientes,

2—-3 depende de (aw) y ( 3)7) Por consiguiente

los valores de ( axay) y ( diferirén con la siguiente pérdida de continuidad.

ayox )
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(A) (B)

: . (&),
1
3
% Fy
9n
3 X
W) e aw
2 (3)5)1 1 (g—;‘))z {;2 (ax)z

i &
(6xgvy)2 * (ﬁyav;)z
Figura 3.6: a) Concepto de giro normal y tangencial a un lado. b) Desigualdad de las derivadas %;Vy

en los nodos.

Es por tanto, imposible garantizar la conformidad del elemento MZC tomando como
variables nodales la flecha y sus primeras derivadas. Esto, no obstante, no invalida al elemento
que satisface el criterio de la parcela lo que asegura la convergencia al disminuir el tamafio
de la malla.

Desgraciadamente, al transformar el elemento en formas cuadrildteras arbitrarias deja de
satisfacer el criterio de la parcela perdiéndose todas las garantias de obtener convergencia
y, por consiguiente, el elemento cuadrangular de cuatro nodos MZC no es fiable para usos

practicos. No obstante, en su forma rectangular es un elemento extremadamente preciso.

3.2.2. Elemento triangular de tres nodos DKT, deduccion de la matriz

de rigidez, masa y vector de fuerzas nodales

Al igual que la formulacién del elemento MZC, el DKT se basa en la Teoria discreta de
Kirchhoff para placas delgadas, la que da origen al elemento triangular discreto de Kirchhoff,
denominado DKT, el cual ha demostrado tener un excelente comportamiento con respecto a
su convergencia ([8]). Una de las técnicas para desarrollar elementos de placas de Kirchhoff
conformes es introducir ciertas modificaciones en los elementos de placa de Reissner-Mindlin
de manera que se satisfagan de forma discreta sobre el elemento las condiciones de Kirchhof.

El objetivo de utilizar esta teoria es evitar los requisitos de continuidad C; de los elementos de
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placa de Kirchhoff, imponiendo las condiciones de placa delgada (y,, = y,, = 0) sobre puntos
discretos de elementos de clase Cy formulados en base a la teoria de placas de Reissner-
Mindlin.

W =55  6,=5
nodo 3
0,
~ [ws, 9}C3’ 9y3]

Oy oy
X

nodo 1 plano medio

[Wl 2 9)61 ’ Hyl

nodo 2
[W2 > 0)62 > Hyz]

Figura 3.7: Definicion geométrica del elemento de placa DKT y convenio de signos para

desplazamientos y giros.

3.2.2.1. Teoria de placas de Reissner-Mindlin

La teoria de placas de Reissner-Mindlin se obtiene de la de Kirchhoff simplemente
relajando la hipdtesis de ortogonalidad de la normal durante la deformacion de la placa.
Asi, se mantienen las tres primeras hipdtesis de la teoia de Kirchhoff explicadas en la seccion
3.1.2. Por el contrario, la cuarta hipétesis sobre ortogonalidad de la normal se modifica de la

siguiente manera:

4. Los puntos que antes de la deformacion estaban sobre la normal al plano medio de
la placa, permanecen al deformarse sobre una misma recta, sin que ésta tenga que ser

necesariamente ortogonal a la deformada del plano medio.

3.2.2.2. Campo de desplazamientos

De las hipétesis 1 y 2 de la seccion 3.1.2 y de la 4 de la seccion anterior se deduce que:
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M(X, ) Z) = _ng(-x’ )’),
V(x’ Y, Z) = _Zey(x’ )7)’ (3 43)
w(x,y,2) = w(x,y), .

donde 6, y 6, son los dngulos que definen el giro normal. Puede comprobarse que el campo
de desplazamiento anterior coincide con el expresado por la ecuacidnes (3.2) para la teoria
de Kirchhoff. Asi, el vector de movimientos se define de igual forma como

u= [w 0, Qy]T. (3.44)

De la hipétesis 4 sobre el giro de la normal se tiene

0
0. = 22 4 4, (3.45)
Ox
e igualmente para el plano yz
ow
0, = Iy + ¢y (3.40)

Es decir, los giros de la normal en un punto se componen de dos términos: Los primeros,
‘Z—V; y g—;?, son debidos al cambio de pendiente del plano medio. Los segundos, ¢, y ¢,, son
debidos al cambio de pendiente del plano medio y se deben al giro adicional de la normal
al no permanecer necesariamente ortogonal a la deformada del plano medio. Las ecuaciones
(3.45) y (3.46) muestran claramente que los giros de la normal 6, y 6, no pueden obtenerse
unicamente en funcién de la pendiente del plano medio, como ocurria en la teoria de
Kirchhoft ((3.4)). Esto permite considerar dichos giros como variables independientes, siendo
ésta, la diferencia sustancial entre ambas teorias de placas. Asimismo, hay que destacar que
la hipétesis 4 establece que las normales al plano medio se mantienen rectas después del giro,

lo que implica, que la distribucion de tensiones 7, y T, €s constante sobre el espesor.

3.2.2.3. Campo de deformaciones y tensiones

De las expresiones de la elasticidad tridimensional y (3.43) se deducen:
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ou

& = —
ox

ov

g, = —
Y ox
ow

E;, = a—Z
ou

Yy = a_y
ow

Yz = a
_ow
y)’Z - ay

__ow

rwr

O*w
il

0y?
=0,
+@:_Z 89x+%, (3.47)
0x dy  Ox
+@——9 +6—W——
6Z_ P (9)(,'_ ¢X9
+@——9 +8—W——¢
oz oy

Se aprecia en (3.47) que la hipétesis de no ortogonalidad de la normal se traduce en que

las deformaciones transversales y,; y ¥y, no son nulas. Debemos notar que la condicion de

deformaciones transversales nulas implica 6, = ‘;—V; y 6, = ‘Z—V;, recuperdandose la hipdtesis de

ortogonalidad de la normal de la teoria de Kirchhoff, como era de esperar.

Puesto que por la hipétesis 3 (ver Seccion 3.1.2) la tension normal o, es nula, se puede

definir el vector de tensiones no nulas por

O-X
oy
oy
To|
O¢
Ty,
| Tyz

> (3.48)

donde o y o representan los vectores de tensiones debidas a efectos de flexion y cortante

transversal, respectivamente. El criterio de signos para las tensiones de flexion oy, oy y 7

coincide con el de la figura 3.3.

Por analogia podemos definir el vector de deformaciones por
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[ 1 [ 06,
Ex 25
_
&y 25y
y (e %) er
Xy )
e=|""]= a T || (3.49)
E.
ow ¢
Yz 9x gx
ow
223 I R el

donde & y &. son, respectivamente, los vectores de deformaciones de flexion y corte

transversal.

3.2.2.4. Matriz de Rigidez y Masa del elemento DKT

Para las placas delgadas, la deformacion transversal por corte y, por lo tanto su energia
de deformacion U; es despreciable comparado con la energia de deformacion por flexion.
Teniendo en cuenta lo anterior, la formulacion de la matriz de rigidez del elemento DKT se

basa en la siguiente expresion:

1 N
U = 5j;f:]TpDf<<,‘fc7,’)cc7,’)), (3.50)

donde U es la energia de deformacién por flexion, A es al area del plano medio del elemento,
€ es el vector de deformaciones por flexién y D + es la matriz constitutiva.

De la ecuacién (3.50) se puede observar que so6lo depende del aporte que da la flexidn,
ya que para placas delgadas el aporte energético de la deformacién por corte transversal es
despreciable, ademads la ecuacién (3.50) contiene solamente las primeras derivadas de 6, y
6y, por lo tanto es relativamente ficil establecer funciones de interpolacion que satisfagan
los requerimientos de compatibilidad, relacionando la rotacién de la normal (Qx y Hy) ala
superficie media con los desplazamientos transversales w. Este objetivo se alcanza con las

siguientes consideraciones:

a. El elemento triangular debe tener solo 9 grados de libertad, los cuales son el

desplazamiento w y los giros 6, y 6, de los tres nodos esquineros.

b. Los giros nodales 6, y 6, deben ser 6, = +aa—‘; y 6, = —‘g—;f, de modo que se satisfagan las

condiciones de borde del elemento.

c. Ya que los modelos de elementos de placas delgadas son gobernados por la teoria de

Kirchhoft, esta se puede aplicar sobre cualquier punto discreto del elemento.
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d. La compatibilidad de los giros 6, y 6, no debe perderse.

Tal como se ha mencionado en la seccién 3.2.2, el punto de partida es el elemento
triangular de placa de Reissner-Mindlin de 6 nodos de la figura 3.8 sometido a las siguientes

condiciones:

1. Los giros 6, y 6, varian cuadraticamente sobre el elemento, es decir

0= Nb, 5  6,=) Né, (3.51)

6 6
=1 i=1

1

donde N; son las clasicas funciones de forma del elemento triangular de 6 nodos de

clase Cy dadas en el Anexo A, teniendo en cuenta la numeracion nodal de la figura 3.8.

a) Elemento inicial a) Elemento DKT final

]

o [0y, O]
Variables nodales:
o [w]

Figura 3.8: Elemento de placa DKT de tres nodos.

2. La variacion de los desplazamientos w a lo largo de los lados es cubica.

3. Se impone una variacion lineal del giro normal a lo largo de los lados 6,, es decir

1
an = E(eni + Hnj)9 (352)
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donde k = 4,5,6 denota el nodo intermedio de los lados ij = 23,31 y 12

respectivamente.

4. Las condiciones de deformacion transversal nula (Hip6tesis de Kirchhoff) se imponen

en:

a. Los nodos de las esquinas

2 —g

()i=40 "1 =0 ; i=123 (3.53)
o 0
oy i

b. Los nodos laterales

d

esk+(—w) =0 ; k=456 , (3.54)
ds ),

donde s es la direccion del lado que contiene el nodo k. De acuerdo con la hipétesis

2 y las funciones de forma, se tiene

ow 3 1 {ow 3 1{ow
()= al5) < a(5) o

donde /;; 1a longitud del lado ij que contiene el nodo intermedio k.

5. Para el cédlculo de la matriz de rigidez s6lo se considera la contribucién de la flexion,
es decir K = Kj(f).

De las condiciones anteriores se desprenden los siguientes comentarios:

= Las ecuaciones (3.53) y (3.54) proporcionan la relacion entre la flecha y giros.

= La condicién 2 equivale a que la flecha varia en forma ctbica sobre todo el elemento.

s Como la flecha varia de forma cubica sobre los lados, % varia cuadraticamente y

también lo hace el giro tangencial 6. Asi, pues, como (%) coincide con 6, en 3 puntos

de cada lado, se satisface la hipdtesis de Kirchhoff (ys = % -0, = 0) a lo largo de
todo el contorno del elemento. Puede comprobarse que esto justifica la exclusion de la
energia de deformacion por corte en el cilculo de la matriz de rigidez, con lo que el

elemento se comporta efectivamente como un elemento de placa delgada de Kirchhoff.
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= Se deduce de las ecuaciones (3.51)-(3.55) que w, %, 6, y 6, son continuos a lo largo de

los lados y el elemento es compatible.

Utilizando las consideraciones anteriores, se puede establecer una interpolacion del

desplazamiento w (flecha) y giros 6, y 6, nodales, a través de:

u=Na"®, (3.56)
donde
u=|w ey]T (3.57)
es el vector de movimientos,
a”=|w 6, 6, wa 6, 6, ws 6, 6,] (3.58)

es el vector de movimientos de cada grado de libertad del elemento, y

Ny, Nwl Nwz NW3 NW4 NW5 Nw6 NW7 NWg NW9
N = 4N, O [ — N, Oy, N Oy, N Ox, N Ox, N, Os N Org N, O, N Oxg N, Oy, (3 S5 9)
No| |No, No, No, No, No, No. No N

y Y1 Y2 8 9"

Y9
N es la matriz de funciones de forma del elemento DKT, que aproximan o interpolan los
desplazamientos y giros nodales.

Las expresiones de las funciones de forma se muestran en el Anexo A.

La matriz de deformacion generalizada de flexion se obtiene a partir del vector &4 y la

ecuacion (3.58) como

Er = Bfa("), (360)

donde B/ es la matriz de deformacion generalizada del elemento

ONj 4 ONy
1 Y31 ng Y12 g,},vT
N
B = — Xyt = 3.61
I 794 X175 — X127y, ( )
ONT ONT ONj, Ny

(2 )
—X31e ~ X2, T Ve Y,
con 2A = x31y12 — X12Y31, teniendo en cuenta que A es el drea del elemento triangular.

Las derivadas de Ny, y Ny, con respecto a £ y nj se encuentran explicitamente en el Anexo

A, al igual que las expresiones de los coeficientes x;; € y;;.
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La expresion para encontrar la matriz de rigidez del elemento DKT es la siguiente

1 1-n
K, =24 fo fo B} DBydédn, (3.62)

y para la matriz de masa ([9]):

1 1-n
M., =249 fo i NN, dédn. (3.63)

Finalmente, la expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes para una carga g
uniformemente distribuida sobre el elemento es
ql@:%@[l 0010010 0 (3.64)
donde ¢ es la carga repartida sobre el elemento triangular y A es el del elemento triangular.
Resta decir, al igual que para el elemento rectangular, que las ecuaciones (3.62) y (3.63)
se calculan por el método de integracion numérica de Gauss para dos dimensiones ([4]),
obteniendo asi la matriz de rigidez y de masa elemental. Las matrices en coordenadas globales
de rigidez y de masa, al igual que el vector en coordenadas globales de fuerzas nodales, se
obtienen con el cldsico proceso de ensamblaje a través de la matriz de transformacion de
coordenadas, y también, por los vectores de coordenadas y conectividades de cada elemento

que compone la malla de elementos triangulares.

3.2.2.4.1. Calculo de tensiones
Los esfuerzos en los puntos nodales se calculan con la siguiente expresion

(e)
O-)C

oy| =DsBsa". (3.65)
Tyy
Debido a que las tensiones se calculan en los nodos de cada elemento, lo que puede
causar que en nodos comunes sus valores varien considerablemente. Esto se puede solucionar
promediando los valores de las tensiones que comparten el mismo nodo, lo cual se denomina
alisado de tensiones.
Como se dijo anteriormente (Capitulo 2), una vez que se ha resuelto la ecuacion (2.74) y
se han utilizado las ecuaciones (2.37) y (2.44) se pueden obtener las tensiones sobre la losa

a través de la ecuacion (3.65). Cabe destacar que la ecuacion (3.65) se ha utilizado para el
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calculo de tensiones del caso estatico y dindmico del elemento triangular.

50



Capitulo 4
Validacion numérica

Para poder utilizar el programa, primero se ha realizado su validacion, es decir, se
deben comparar los resultados del programa con las soluciones analiticas o exactas que
entregan algunos autores, los cuales se han basado en la Teoria de la Elasticidad Lineal, y
especificamente en la Teoria de Placas y la Teoria de Dindmica Estructural. Debido a que
el programa involucra el comportamiento dindmico de una estructura (respuesta de una losa
bajo la accion de un terremoto vertical), ha sido necesario comprobar la correcta obtencion
de las matrices de rigidez y masa, al igual que la resolucién temporal de la ecuacion de
movimiento. La matriz de rigidez de la losa se ha validado con un ejemplo clasico de una
losa empotrada en todos sus bordes sometida a una carga repartida ¢ y la matriz de masa,
mediante la comparacion de las frecuencias naturales entregadas por una expresion analitica
proveniente de la teoria de vibracion libre de placas con las que entrega el programa por
medio del Método de los Elementos Finitos. Finalmente, la integracién en el tiempo del
registro de aceleraciones, se ha validado comparando la respuesta de un oscilador de un grado
de libertad, como el de la figura 2.2, obtenida mediante su solucion analitica con la respuesta

que otorga el método numérico de Newmark.

4.1. Validacion del caso estatico

4.1.1. Validacion de resultados para losas rectangulares

En este ejemplo, se estudia la convergencia de la flecha central de una losa cuadrada con
todos sus bordes empotrados.

La solucién tedrica o analitica del problema, segiin la teoria de Kirchhoff para placas
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4.1. VALIDACION DEL CASO ESTATICO

delgadas esta dada por la siguiente expresion ([2])

gL* (1 — vz)

Weeniro = 0,01512 5
EP

4.1)

donde w es la flecha central, g es la carga repartida, E es el mddulo de elasticidad, v es el
modulo de Poisson y 7 es el espesor de la losa.

Las propiedades de la losa con las que se ha realizado el analisis son las siguientes:

Ancho [m] 6
Largo [m] 6
Espesor [m] 0,15
E[&]  |2302581x10"
4 0,2
q %] 9800
Wexacto [11] 0,0023723

Tabla 4.1: Tabla inputs necesarios para utilizar el programa en el caso estatico.

aal \ , ]

24l \ —— =

w [m]
T
I

281 4

i i i i i i i
9 36 121 256 441 676 961 1296 1681
Ne de nodos

Figura 4.1: Convergencia del elemento MZC y DKT para losas rectangulares en el caso estatico.

De la figura 4.1 se puede deducir que tanto el elemento MZC y DKT son muy buenas

aproximaciones de la flecha central de la losa.
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4.1. VALIDACION DEL CASO ESTATICO

En las siguientes figuras se muestran los ploteos de las deformadas de la losa con el
elemento MZC y DKT.

Deflexion maxima=0.0023865 m

yim] -

Figura 4.2: Ploteo de la deformada de la losa discretizada con elementos rectangulares.

Deflexion méxima=0.0023852m

UG
S s
SRS RS
S «A%,i,&v

y [m] X [m]

Figura 4.3: Ploteo de la deformada de la losa discretizada con elementos triangulares.
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4.1. VALIDACION DEL CASO ESTATICO

4.1.2. Validacion de resultados para losas circulares

Segtin la teoria de Kirchhoff para placas delgadas, la expresion analitica o exacta de la

flecha de una placa circular empotrada y sometida a una carga repartida ([5]) es la siguiente

gr*

. 42
64D (2

Weentro =

donde D; = (i—’;) es la rigidez flexural de una placa, w es la flecha central, g es la carga
repartida y r es el radio de la losa.

Las propiedades de la losa con las que se ha realizado el andlisis son las siguientes:

Radio [m] 6
Espesor [m] 0,15
E[&]  |2,302581x10"
v 0,2
q %] 9800
Wexacto [M] 0,0294181

Tabla 4.2: Tabla inputs necesarios para utilizar el programa en el caso estético.

—— Exacto
—DKT

i
9 144 544
Ne de nodos

Figura 4.4: Convergencia del elemento DKT para losas circulares en el caso estatico.
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4.1. VALIDACION DEL CASO ESTATICO

De la figura 4.4, se puede desprender que la convergencia del elemento DKT para la flecha
central de una losa circular es muy buena.

La deformada de la losa circular que se ha analizado se muestra en el siguiente ploteo.

Deflexion maxima=0.029417 m

0.06-.
0,04
002
o Ay
VAAVAy AV 5Py S0
AR
0.02 St 4
.02 » e
0.04
0.06
6 .
> .
4 \\\) 3 /"ms
2 \‘\ X//’*/A
0 e - e 2
2 e 0
> — 2
T 9
5 6
y[m] x[m]

Figura 4.5: Deformada de losa circular discretizada con la malla N°3.

Las tres mallas de elementos finitos que se han utilizado se muestran a continuacion.

9 Nodos 144 Nodos

y[m]

]
X
<
S
KK
I+
Ik
%,
ra
Rvave
N
aVg
AKX
<)
K
VA
X
\F

K
émi:‘r
o

y[m]
°

K
B
RN
KK
Y
Vi
R
o
5
L0

N
55
2%
<\
[
N
i
X
Vi
f
i

<] v‘ VatAVay
PRKSEAXK
TR0

Figura 4.6: Mallado de Elementos Finitos utilizadas en la validacion.
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4.2. VALIDACION DEL CASO DINAMICO

4.2. Validacion del caso dinamico

La validacion del caso dindmico se ha llevado a cabo a través de la comparacion de
las 6 primeras frecuencias naturales obtenidas de la teoria de vibracion libre de placas y
las obtenidas a través del programa. Cabe destacar que la losa que se ha utilizado para la
validacion, es una losa cuadrada simplemente apoyada, ya que la expresion tedrica para las
frecuencias naturales s6lo es valida para estos tipos de losas ([6], [7]).

La expresion tedrica para calcular las frecuencias naturales es la siguiente ([6], [7])

o 2] 2]

donde Dy es la rigidez flexural de una placa, p es la densidad del material de la placa,  es el
espesor de la placa, a y b son las longitudes de los lados de la placa, y finalmente, m indica
la numeracién de los modos de vibrar de la placa.

Las propiedadades de la losa son las siguientes:

Condiciones de borde | simplemente apoyada en todos sus extremos
Espesor ¢ [m] 0,15
E [%] 2,302581x10'
v 0,2
Pl 2500
ij[%] 6745842.7

Tabla 4.3: Tabla inputs necesarios para utilizar el programa en el caso dindmico.

Los resultados se encuentran en la siguientes tablas:

N° de nodos
m 121 256 441 676 961 Exacto
MZC DKT MzC DKT MZC DKT MzC DKT MzC DKT
2634.7 | 26904 | 2641.7 | 2666.5 | 26442 | 2658.2 | 26454 | 2654.3 | 2646.0 | 2652.2 | 2647.4
10396 11254 10500 10882 10539 10758 10557 10698 10567 10666 | 10589.9
22927 26811 23391 25107 23574 24609 23663 24348 23712 24196 23827.2
39833 49772 41055 45429 41584 | 44415 | 41850 | 43808 | 42000 | 43425 | 42359.6
60855 78741 63219 71583 64368 | 70072 | 64975 | 69065 | 65326 | 68395 | 66186.9
85962 | 109440 | 86159 | 104780 | 85995 | 99790 | 85977 | 94992 | 85983 | 92282 | 95309.1

AN |W|N|—

Tabla 4.4: Comparacién de frecuencias naturales en [’f’Td] para una losa de 1[m]x1[m] para distintas

discretizaciones.
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4.3. VALIDACION DE LA INTEGRACION EN EL TIEMPO DEL REGISTRO DE

ACELERACIONES
N° de nodos
m 121 256 441 676 961 Exacto
MzC DKT MzC DKT MzC DKT MzC DKT MZC DKT

1 73.1 74.7 73.3 74.0 73.4 73.8 73.4 73.7 73.50 73.67 73.5
2 288.7 312.6 291.6 302.2 292.7 298.8 293.2 297.1 293.52 296.26 294.1
3 636.8 744.7 649.7 697.4 654.8 683.5 657.2 676.3 658.66 672.12 661.8
4 1106.5 | 1382.6 | 11404 | 12619 | 1155.1 1233.7 | 1162.5 | 12169 | 1166.67 | 1206.24 1176.6
5 1690.4 | 2187.2 | 1756.1 1988.4 1788 1946.4 | 1804.8 | 1918.5 | 1814.61 1899.85 1838.5
6 2387.8 | 3040.1 | 2393.3 | 2910.6 | 2388.8 2772 2388.2 | 2638.7 | 2388.42 | 2563.38 | 2647.4

Tabla 4.5: Comparacién de frecuencias naturales en [%‘l] para una losa de 6[m]x6[m] para distintas

discretizaciones.
N° de nodos
m 121 256 441 676 961 Exacto
MZC | DKT | MZC | DKT | MzC | DKT | MZC | DKT | MzC | DKT
1| 182 | 186 | 183 | 185 | 183 | 184 | 183 | 184 | 184 | 184 183
2| 721 | 778 | 729 | 755 | 73.1 | 747 | 733 | 742 | 734 | 74.1 735
3| 1592 | 181.4 | 1624 | 1743 | 163.7 | 1709 | 1643 | 169.0 | 164.7 | 168.0 | 165.4
4 | 2766 | 3275 | 285.1 | 3154 | 288.7 | 3084 | 290.6 | 3042 | 291.7 | 301.6 | 294.1
5 | 4226 | 512.3 | 439.0 | 497.1 | 447 | 486.6 | 451.2 | 479.6 | 453.7 | 475.0 | 459.6
6 | 7733 | 800.7 | 773.1 | 9812 | 776.9 | 926.2 | 777.9 | 880.6 | 597.1 | 640.9 | 661.8

Tabla 4.6: Comparacién de frecuencias naturales en [’“Td] para una losa de 12[m]x12[m] para distintas

discretizaciones.

De las tablas 4.4, 4.5 y 4.6, es posible apreciar que los valores de las frecuencias naturales

de las placas calculadas con el elemento MZC y DKT son buenas aproximaciones del valor

tedrico otorgado por la ecuacién (4.3).

4.3. Validacion de la integracion en el tiempo del registro

de aceleraciones

Para utilizar la implementacién numérica que se ha descrito en el Capitulo 2, ha sido

necesario corroborar su buen funcionamiento a través de la comparacion de la respuesta de un

oscilador de 1 grado de libertad, la cual primeramente, ha sido obtenida mediante la solucién

exacta y posteriormente, mediante la implementacion del Método de Newmark.

El oscilador que se ha considerado posee las siguientes propiedades:
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4.3. VALIDACION DE LA INTEGRACION EN EL TIEMPO DEL REGISTRO DE
ACELERACIONES

M [kg] 100
C [22] 50
K2 250000
£ 0.05
F@) 98 sen(wot)
wo [244] 10

Tabla 4.7: Propiedades del oscilador utilizado en la validacion.

La solucion analitica de este oscilador ([10]) es la siguiente:

F@)
gt) = K sen(wy), (4.4)

JO- () ey

donde wy es la frecuencia de la fuerza externa.

Finalmente, en el siguiente grafico se muestra la comparacion de ambas respuestas,
en donde se aprecia el buen comportamiento del método numérico, con respecto al

comportamiento de la solucién exacta.

—#— Numérica

—W— Exacta

y[m]
4

t[s]

Figura 4.7: Ploteo de la respuesta otorgada por la solucién exacta y numérica (Newmark).

58



Capitulo 5

Pograma MATLAB desarrollado para

resolver el problema

Para resolver el problema ha sido necesario desarrollar un programa computacional
en lenguaje MATLAB, en el cual se han considerado todas las variables explicadas
anteriormente, tanto las del elemento MZC como las del elemento DKT, de manera de poder
obtener tanto desplazamientos como tensiones en la losa. Estas tensiones pueden ser de origen
estatico, es decir, bajo producto de una carga repartida normal constante y de origen dindmico,
producto de las fuerzas inerciales que pueden aparecer en la losa.

El programa ha sido desarrollado en lenguaje MATLAB, debido a que por una parte,
posee herramientas matemadticas aptas para este problema, y por otra parte, permite crear una

interfase grafica que mejora la interaccion con el usuario.
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5.1. DIAGRAMAS DE FLUJO DEL PROGRAMA PRINCIPAL

S.1.

5.1.1.

Diagramas de flujo del programa principal

Diagramas de flujo de la programacion del caso estatico

Entrada de datos
geométricos, material
y carga repartida

sobre la losa

CASO ESTATICO

Y

Célculo de las matriz local de rigidez

Calculo del vector local de fuerzas nodales

Ensamblaje de la matriz de rigidez

y vector de fuerzas nodales

Solucion del sistema: Ka = F

Calculo de desplazamientos y tensiones de la losa

-

Ploteo de los desplazamientos y tensiones sobre la losa

J

Figura 5.1: Diagrama de flujo para la programacion del caso estatico.
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5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

5.1.2. Diagramas de flujo de la programacion del caso dinamico

Entrada de datos
geométricos, material y
registro de aceleracién

de los bordes de la losa

( Y 7

Célculo de las matrices locales de masa y rigidez

Ensamblaje de las matrices de rigidez y masa

=) S g
&)
(]
= ( 7 N N
\<Zt Calculo de frecuencias naturales
a y formas modales de vibracion
N\ J
Z
<
O s N
Calculo de la matriz de formas modales
. S z )
s 7\

Ploteo de los desplazamientos y tensiones sobre la losa

Figura 5.2: Diagrama de flujo para la programacién del caso dindmico.

5.2. Descripcion del programa

Para ejecutar el programa es necesario abrir MATLAB, y en el Command Window escribir:

Analisis _de losas2, con esto se desplegard la siguiente ventana:
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5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

— Geometrias de I
0.

x[m]
—Fuerzas

[~ Caso estati 5 Caso 6
—Fuerza extema — Aceleracion [~ Frecuencia anuulalfl'lemnn
© o |2 e[ w2 | | wl o Jres| |t w = ‘

Figura 5.3: Interfase principal generada en MATLAB.

5.2.1. Entrada de datos

La figura 5.3 muestra la interfase gréfica dividida en siete partes o zonas, las cuales

especifican los datos de entrada necesarios para la ejecucion del programa.

1. Ingreso del espesor de la losa en metros.

2. Ingreso de los pardmetros del material, los cuales son: Mddulo de elasticidad en %,

. . K . . .z
Modulo de Poisson, Densidad m—§ en y coeficiente de amortiguacion.

3. Controles para la definicion de una geometria predefinida, la cual es una losa cuadrada

de 10 divisiones por lado o circular de radio 1[m].

4. Ingreso de datos para la modificacion de la geometria predefinida anterior y para

seleccionar el tipo de elemento.
5. Ingreso de la fuerza externa (vélida solo para el caso estético).

6. Ingreso de parametros para una aceleracion vertical externa sinusoidal aplicada sobre

el borde de la losa.

7. Pantalla gréifica para ver la malla de elementos finitos, ya sea rectangular o triangular.

62



5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

5.2.2. Ejecucion y entrega de resultados del programa
5.2.2.1. Ejecucion y entrega de resultados para el caso estatico

El programa entrega ploteos de la deformada y tensiones: o, 0, y T, bajo cualquier valor
de carga repartida uniforme, para condiciones de borde de losa empotrada en sus extremos.
Una vez ingresados los datos de entrada, es posible visualizar la deformada “clickeando*

en las siguientes pestafias desplegables:

«) Analiziz_de lozas?

Deformada  Tensziones  Registro sizmico vertical

_-ﬂ-néﬁ-si-;s&ét.icn b Elemmento rectangular
Andlisizs dindmico P!__ Elementntrian_gular f

_Esp_esl:ur - 015 . -

— Parametros del Material

Modulo de elasticidad 230758110 | M2
haodulo de Poizson | 0z |
Denzickadd [ 2= [ kgim3
Coeficierte de amortiguamiento | ons

Figura 5.4: Ubicacién de las pestafias deplegables de la deformada dentro del programa.

Para la visualizacion del ploteo de tensiones se debe acceder a la siguiente pestaiia, la cual

acciona una subrutina que calcula y grafica las tensiones sobre la losa.

<} Analizsis de lozas?

Deformada  Tensiones  Redistro siztico vertical

Andliziz estatico ) Elemento rectangular D Sigma X

— F'arat‘: Andlisis dndmico »|  Elemertotrianguiar b Sigmay | 1r
 Espesor | 015 i | TauXy

: 09+

— Parametros del Material
Modulo de elasticidand :_ 280258110 | Mfmz2 D B N

Mocdulo de Poizzon [ 02 '
Densidac s ka3
i 2500 _ d 07+
Coeficiente de amortiguamierto | 005

ne k-

Figura 5.5: Ubicacidn de las pestafias deplegables para el cdlculo de tensiones.
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5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

5.2.2.2. Ejecucion y entrega de resultados para el caso dinamico

El andlisis dindmico que se puede realizar en el programa consiste en una visualizacion
de la deformada de la losa y su respectiva envolvente de tensiones, bajo la aplicacién de una
aceleracion vertical sobre sus bordes (particularmente del registro vertical de aceleraciones
del terremoto del 27 de Febrero del 2010) teniendo en cuenta que las fuerzas presentes en

este andlisis son solo las fuerzas inerciales producto de la masa de la losa.

5.2.2.2.1. Analisis dinamico de la losa sometida a una aceleracion vertical sobre su
borde

Primeramente, se deben ingresar los datos del material y geométricos de la losa en la
ventana principal del programa (figura 5.3) y luego, los datos de la aceleracion vertical del
borde, los cuales se deben ingresar en la zona N° 7 de la ventana principal del programa, tal

como se muestra en la siguiente figura:

— Zaso dinamico

—Aceleracion—— — Frecuencia angular— — Tiempo

a ag | mis2 w [ g | Radis t [ &g | s

Figura 5.6: Ventana de ingreso de los parametros de la aceleracion del borde.

Para visualizar la simulacion de la deformada de la losa en el tiempo se debe acceder a las

siguientes pestafias desplegables:
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5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

<) Analiziz_de losas2

Defarmada Tensiohes  Redistro sismica wvertical

Andlisis estitica P |

Andlisiz dindtmico b Elemento rectangular

Figura 5.7: Pestaiias desplegables para accionar la visualizacion de la deformada.

Para obtener la envolvente de tensiones se debe acceder a las siguientes pestafias:

'Es-p-ééuf Elemento triangular i m
— Parametros del Material
Modulo de elasticidad [ 2 A02581e10 M2
Modulo de Poisson [ 0z
Denzidad 2500 i ko3
Coeficierte de amortiguarmierto | nas

-} Analisiz_de_losas2

Deformada  Tensiones  Registro sismico vertical
| anglisis estético ¥ |
— Pararf andlisis dinamicn | Simulacion de tensiones ¥ |

Espesor |

Envolvente de tensiones "

Elementa triangular

o

— Parametros del hdaterial

Modulo de elasticidad [ 2200881210 | il
| < | 0.8
Modulo de Poiszan [ 0.z |
Densicad . 2500 _: kgn3 07
Coeficiente de amortiguamiento 1 ggs ]

e

Figura 5.8: Pestafias desplegables para accionar la visualizacién de la envolvente de tensiones.

T
Elemento rectangular |
L3

Sigima K
Sigrma Y
Tau Xy

5.2.2.2.2. Anadlisis dinamico de la losa sometida al registro de aceleraciones verticales

del terremoto del 27 de Febrero del 2010

Para visualizar la deformada en el tiempo de la losa producto de la aplicacion del registro

de aceleraciones verticales del terremoto del 27 de Febrero del 2010, se debe acceder a las

siguientes pestafias desplegables:
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5.2. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

| =) Analisis_de_losas?

Deformada  Tensiones  Registro sismico vertical
| il —
Deformads k| Elemento rectangular
— Parametros de i Tensiones »|  Elemertotriangular 10
Espesar [ 015 | m
L |
- 0.9
— Parametros del Material
Modulo de elasticidac) e 316__| im2
L 0.8
Moculo de Poizzon [ 02 ]
Densidad | ket
| 2500 | g 07k
Coeficiente de amortiguamiento [ 0.05 ]
neL

Figura 5.9: Pestafia desplegable para ejecutar la deformada en el tiempo de la losa.

Para visualizar las envolventes de tensiones de lalosa o, o y 7., producto de la aplicacion

del registro de aceleraciones verticales del terremoto, se debe acceder a las siguientes pestafas

desplegables:
| <} Analisiz_de_lozas2
Deformada  Tenziones  Registro sismico vertical
Defarmada ¥ |
— Parametros de i Tensiones B Simulacion de tensiones DI_E:_ il _—
Espesor i__ Envolventes de tensiones b Elemerto rectangular b Sigrriz X
"_' > | Elemertotrisngular  »  Sigma Y
x o 1
— Parametros del Material | Tauxy
Modulo de elasticidad i_23“°25§1315_-l Mim2
Modulo de Paiszon [ 0z |
He
Denzicac [?J ka3 b
Coeficiente de amottiguatisnto | 005 |
ne

Figura 5.10: Pestafia desplegable para visualizar las envolventes de tensiones de la losa.
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Capitulo 6
Aplicacion del programa

En este capitulo, se muestran varios ejemplos de aplicaciéon del programa. El primero
de ellos es un ejemplo del caso estitico y luego uno del caso dinamico. Finalmente, se ha
llevado a cabo un andlisis comparativo de una losa en particular, la cual se ha sometido al
registro de aceleraciones verticales del terremoto del 27 de Febrero del 2010, pero, teniendo
en cuenta el punto 5.5.1 de la norma chilena oficial NCh 433.0f96: Diserio sismico de
edificios. Ademds se ha realizado un andlisis estatico de la losa, en donde se le ha aplicado
una carga repartida uniforme, tal como dicta la norma chilena oficial NCh 1537.0186: Diserio
estructural de edificios-Cargas permanentes 'y sobrecargas de uso, con el objetivo de realizar

una comparacion entre la respuesta sismica y estatica de la losa.

6.1. Ejemplos de aplicacion del programa para el caso

estatico

1. En este ejemplo se muestra un ploteo de la deformada de la siguiente losa:
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Espesor=0.15 m].
Las dimensiones se encuentran en m.

Figura 6.1: Esquema de la geometria de la losa analizada.

Condiciones de borde | Empotrada en todos los bordes
N° de nodos 961
Espesor [m] 0,15
E [%] 2,302581x10'°
v 0.2
q[%] 9800

Tabla 6.1: Tabla inputs necesarios para ejecutar el programa.

Deflexion méxima=0.0033534 m

y[m]

x[m]

Figura 6.2: Deformada de losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Deflexion méxima=0.0033438 m

0.005--
o=,
0 .

-0.005-

y[m]

x [m]

Figura 6.3: Deformada de losa discretizada con elementos triangulares.

El mallado que se ha utilizado en los ejemplos anteriores son los siguientes:
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

s .
SR
e =
Densided 50 o
e ——
‘Geametias precefiidas do 056 [Losa Cuscrade - | E
e ]
e
Y
0 5l
SmmniEm |2 e
e e " .
" do comerios ¥ (5] N da lomertos en'¥ 17 . . m]

Detomada. Tensenes Regsto ssmico vrlcs

Parametros de I losa
Espesor

15

i o]
e — =
s = .
R
ot e e e Losn oo | E

Vi

Figura 6.4: a) Mallado con elementos rectangulares. b) Mallado con elementos triangulares.

2. En el siguiente ejemplo se muestra el ploteo de la deformada de una losa circular, la
cual se muestra en la siguiente figura:

Espesor=0.15 [m].
Las dimensiones se encueniran en m.

Figura 6.5: Esquema de la geometria de la losa circular analizada.
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Condiciones de borde | Empotrada en todos los bordes
N° de nodos 144
Espesor [m] 0,15
E [%] 2,302581x10'
v 0,2
q[%] 9800

Tabla 6.2: Tabla inputs necesarios para ejecutar el programa.

Deflexion méxima=0.029417 m

- TAVA
o L

VA4 vAYY
S S AVAVAVA R
-0.02 ~ @‘ ‘g

yim]

x[m]

Figura 6.6: Deformada de losa circular discretizada con elementos triangulares.

3. En este ejemplo se muestran ploteos de las tensiones de la losa de la figura 6.7, en la

cual se han utilizado los mismos parametros del material que aparecen en la tabla 6.1.
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Figura 6.7: Esquema de la geometria de la losa analizada.

Elemento rectangular

H— 9 —»‘

Espesor=0.15 [m].

Las dimensiones se encuentran en m.

N° Nodos o x Maximo [%] o Minimo [%]
121 49.0616 -24.3490
256 51.9191 -23.9715
441 53.9416 -24.3559
676 54.8175 -24.2182
961 55.6353 -24.3566
1296 56.0555 -24.2862
1681 56.4960 -24.3567
2116 56.7420 -24.3141
2601 57.0170 -24.3568
3136 57.1783 -24.3283
3721 57.3662 -24.3568

Figura 6.8: Tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Sigma X méximo y mfnimo= 57.3662 kg/cm2 -24.3568 kg/cm2
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Figura 6.9: Tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

N° Nodos oy Méximo [%] oy Minimo [%]
121 49.0616 -24.3490
256 51.9191 -23.9715
441 53.9416 -24.3559
676 54.8175 -24.2182
961 55.6353 -24.3566
1296 56.0555 -24.2862
1681 56.4960 -24.3567
2116 56.7420 -24.3141
2601 57.0170 -24.3568
3136 57.1783 -24.3283
3721 57.3662 24,3568

N° Nodos Txy Mdximo [%] Txy Minimo [["75'2]
121 11.1713 -11.1713
256 11.1831 -11.1831
441 11.1841 -11.1841
676 11.1839 -11.1839
961 11.1837 -11.1837
1296 11.1980 -11.1980
1681 11.2326 -11.2326

2116 11.2519 -11.2519
2601 11.2626 -11.2626
3136 11.2683 -11.2683
3721 11.2710 -11.2710

Figura 6.10: Tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

T T

Sigma Y méximo y minimo= 57.3662 kg/cm2 -24.3568 kg/cm2

Tau XY maximo y minimo= 11.271 kg/cm2 -11.271 kg/cm2
T T
= T
T
i
T

5
T

IINEEENENNEEEEEE

B
7 8
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6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

Elemento triangular

Figura 6.11: Tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

N° Nodos | oy Méximo [25] | oy Minimo [ |
cm cn
121 41.4292 24.1535
256 46,3533 -23.8840
441 49.4670 243091
676 51.1768 24.1880
961 52.4976 243359
1296 53.3563 24.2709
1681 54,0836 243452
2116 54.5087 24,3049
2601 55.0585 24,3494
3136 55.4041 243221
3721 55.7183 243571
N° Nodos | oy Méximo [ X5 ] [ oy Minimo [ %]
cme cm
121 44.1455 237180
256 49.1560 23.6936
441 51.3466 24,1985
676 52,9683 241178
961 53.8786 24,2866
1296 54.6733 242349
1681 55.1694 243174
2116 55.6400 242831
2601 55.9516 243317
3136 56.2625 243075
3721 56.4772 243394

Figura 6.12: Tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Sigma X méaximo y minimo= 55.7183 kgfcm2 -24.3517 kglcm?2

A e e N SR
ISR PN

(N ENZANAN )

(RN

AR NN P

4 Y N 2 A N P 4 KN )

S S SRS S SIS SN e R PSS RNERS 2SN
17412 K 72 2 7 N P 2 P O S P P P O 2 P 2 2 2 S A P S
74 S 74 SN ANUZ4 N AN N N 24 AN AN A 7 AN BN AN A AN Z4 S A AN RN 4 SN AN
1 2 3 4 5 6 7

x [m]

Sigma Y méximo y minimo= 56.4762 kg/cm2 -24.3394 kg/cm2

14

74



6.1. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO ESTATICO

N° Nodos Txy Mdximo [%] Tyy Minimo [_"—gz]
cnt cnt
121 10.2869 -10.5299
256 10.7915 -10.9027
441 10.9623 -11.0267
676 11.0418 -11.0883
961 11.0849 -11.1138
1296 11.1125 -11.1378
1681 11.1682 -11.1874
2116 11.2017 -11.2167
2601 11.2224 -11.2345
3136 11.2354 -11.2453
3721 11.2436 -11.2518

Tau XY méaximo y minimo= 11.2436 kg/fcm2 -11.2518 kgfcm2

A Pt P P K )

NSNS ISSSST

[

NANAV NN

(NN

(NN

(NP NANZ )

AN
4 Y Y AR A 2 N A R
6 7 8

P NP N
1

Figura 6.13: Tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

El mallado que se ha utilizado es el siguiente:

oot it o o s ot 5]

[
Cor allado

(b)

Figura 6.14: a) Mallado con elementos rectangulares. b) Mallado con elementos triangulares.

6.2. Ejemplos de aplicacion del programa para el caso
dinamico

1. En este ejemplo se muestra el envolvente de tensiones sobre una losa (figura 6.15)
producto de la aplicacién de un registro sinusoidal de aceleraciones verticales, las
cuales corresponden al registro de las tensiones méximas producidas en la losa, durante
la aplicacion de un registro de aceleraciones verticales, como por ejemplo las de un

terremoto.
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6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

o — 4

!
,
.
< .
\ -
-
Sal Ve sy
@’ -
@ /
N -

Espesor=0.15 [m].
Las dimensiones se encuentran en m.

Figura 6.15: Esquema de la geomtria de la losa analizada.

Condiciones de Borde | empotrada en todos sus bordes
N° de nodos 3136
Espesor [m] 0,15
E [%] 2,302581x10'
% 0,2
Aceleracion del borde 9,8sen(t)

Tabla 6.3: Tabla inputs necesarios para obtener la envolvente de tensiones.
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6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

El acelerograma que se ha utilizado es el siguiente:

a[m/s2]
7

30
Tiempo [s]

Figura 6.16: Registro de aceleraciones verticales.

Las envolventes de tensiones son las siguientes:

Elemento rectangular

|= -4.2256

Sigma X Maximo Positivo [kg/cm2]= 4.2419 Sigma X Maximo Negativo [kg/cm2
4 4

N° Nodos oy Mdximo oy Médximo 1
Positivo [C,:n—gzj Negativo [Lfn—gzj 3

121 3.5913 -3.5775 1.5
256 3.8300 -3.8153 25 28
441 3.9900 -3.9747 -2
676 4.0597 -4.0441 2 B
961 4.1230 4.1072 > 25
1296 4.1558 -4.1399 15
1681 4.1896 -4.1735 18 3
2116 4.2086 -4.1924 f
2601 4.2295 -4.2133 a5
3136 4.2419 -4.2419 05

Figura 6.17: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

Sigma X Méximo Positivo [kg/cm2]= 4.2419 Sigma X Méximo Negativo [kg/cm2]= -4.2256
4 4

3.5

N° Nodos oy Méximo oy Méximo -1
Positivo [;ng] Negativo [C’:ng] 3

121 3.5911 -3.5773 15
256 3.8299 -3.8152 25 8
441 3.9899 -3.9746 -2
676 4.0597 -4.0441 2 E
961 4.1230 -4.1072 > 25
1296 4.1558 -4.1399 15
1681 4.1880 -4.1729 15 B
2116 4.2070 -4.1918 4
2601 4.2279 -4.2126 35
3136 42419 -4.2256 o

Figura 6.18: Envolvente de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Tau XY Maximo Positivo [kg/cm2]= 0.83653 Tau XY Maximo Negativo [kg/cm2]= -0.83653
4 4

N° Nodos oy Méximo oy Méximo 02
Positivo [;ng] Negativo [;ng] 06

121 0.8252 -0.8251 0.3
256 0.8290 -0.8290 05

441 0.8298 -0.8298 0.4

676 0.8300 -0.8300 E 04 E

961 0.8301 -0.8301 > > 05
1296 0.8311 -0.8311 03

1681 0.8327 -0.8327 06
2116 0.8335 -0.8335 02

2601 0.8354 -0.8354 0
3136 0.8365 -0.8365 .

Figura 6.19: Envolvente de tensiones T,y sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

Elemento triangular

Sigma X Méximo Positivo [kg/cm2]= 4.1092 Sigma X Méximo Negativo [kg/cm2]= -4.0935
4 4
4
35
1 B o0
i
i
i
N° Nodos oy Mdximo oy Méximo i 1
) i
. k . k b
Positivo [—gz] Negativo [—gz] el
cm cn il
121 3.0050 -2.9945 15
25 N WY
256 34073
JBARIARGIG
441 3.6522 o xxvwnmmlimmmu
ISV ULV TNV "~
676 3.7858 =5 A 2 = i i 2
R E D 5 i “esz‘wwwsse,
] A AT
961 3.8876 > ;;;;Wuvvlimiuiﬁ > iy mmwrin
1296 3.9536 i 15 -
.953 R i
i
1681 4.0091 -3.9937 !
2116 4.0483 -4.0328 1 N
2601 4.0832 -4.0676 i
i
iy -3.5
3136 4.1092 -4.0935 il
i
i
05 -4

Figura 6.20: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Sigma Y Maximo Positivo [kg/cm2]= 4.1727 Sigma Y Maximo Negativo [kg/cm2]= -4.1567

T T gy TR

AR i, m

TR g

URAURY 'ﬂmmmxm'nvm"mvmv

A i 4 i
e it ledn‘hm
i

35 35
-0.5
35
N° Nodos oy Méximo oy Méximo 1
k . k
—gz] Negativo [—gz] 3
e (Wiik
121 3.1952 -3.1831 15
25 25
" 25
256 3.4073 -3.3944 #"#3” m;‘wgm NI
uum ANV PV ANY
441 3.7886 -3.7741 A AR 2
AT R
676 3.9168 3.9018 = NN N 2 = DU H T
. - S A B i)
AR A
961 3.9886 -3.9734 > AT > G AL
S e 2
NI A
1296 4.0503 -4.0384 Do 15 NIRRT
15 o 15 U
A i
1681 40938 40790 i A
v BV AN AN
2116 4.1295 -4.1145 i s A ‘m."
AN
2601 4.1527 -4.1377 s
-3.5
3136 4.1727 -4.1567 s
-4
05 05
v OV ANV {; i
o umm thmm‘ m'm\ﬂhﬂm’ AR Mnu
A AR
ATV MAEVHMWMA ummmn [ ”"’,‘VHMH!’AHNA"
mvmmv PRV 1N i Ty LI TR
i HVANM RGN VAN
4 [] 2 3 4
x[m] x[m]

Figura 6.21: Envolvente de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.



6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

Tau XY Méximo Positivo [kg/om2]= 0.83404 Tau XY Méximo Negativo [kg/cm2]= -0.83477
4 4
AN Ui AR U
BT VAN VAR RN
IRV NN NSRRI A
A AN 08 TN
Y NG I T i
ity N Ty AN 1
il mmm i i T 01
A iV Wl
il . T
i - vk
Hit i i
P o i y i
N° Nodos oy Méximo oy Médximo m‘\u i A {iy 02
. kg - kg y%‘y "“ “‘" 'F‘%#h’“" i 06 i sl
Positivo [~ ] Negativo [ 5] LR “{ ‘f# y“‘“ o
cn cn St TR LAY A
21 0.7684 207713 ViAo AR g 03
' : e o e e
X YT VALY WV & YOy UV TR I
256 0.8031 -0.8061 T i 05 ) ALY
: : AT A i TG
A i vmn' i mmw i
441 0.8141 -0.8172 )
8 o -0.4
676 0.8191 -0.8221 E 04 E
> >
961 0.8225 -0.8247 iy
Al A At 00
Nt oI
1296 0.8246 -0.8265 iy VAT 03 L RGN
i i e o
681 | o 08187 i i
umm 1R R GRNG AL N
- AR 0 A AN
2116 0.8294 0.8220 i “““g,, i | IR
A
2601 0.8304 -0.8309 viix i
i -0.7
3136 0.8340 -0.8347 04
-08

iy

U U A un Um
TnRBRBNL A
AN ity
T bl

I
[T
AN
Y
LA

i i ' il
R U mMM
1 mmmmv )
AN AU Ui
VLA il

Figura 6.22: Envolvente de tensiones T, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

El mallado de elementos finitos que se ha utilizado en este ejemplo es el siguiente:



6.2. EJEMPLOS DE APLICACION DEL PROGRAMA PARA EL CASO DINAMICO

Goomlias prodaterminadas do losa

Ve ok oo

Figura 6.23: a) Mallado con elementos rectangulares. b) Mallado con elementos triangulares.

De los ejemplos anteriores, los cuales muestran distribuciones y envolventes de tensiones,
es posible observar que las tensiones méaximas en losas cuadradas empotradas, surgen en
el borde de estas, tanto para el caso estitico como para el dindmico. También es posible

visualizar, que las distribuciones de tensiones en losas cuadradas, tanto para el caso estatico
como para el dindmico, son muy similares entre si.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

6.3. Analisis comparativo de la losa

El analisis consiste en la obtencion de las envolventes de tensiones: o, 0y y Ty, producto
de la aplicacion de fuerzas dindmicas (terremoto) y estéticas sobre 2 losas distintas, con el
objetivo de realizar una comparacién de las tensiones que se generan sobre las losas tanto en
el caso dindmico como en el estético.

En el caso dindmico, la carga sobre la losa corresponde al registro de aceleraciones
verticales del terremoto del 27 de Febrero de 2010 y para el caso estitico es la carga
que especifica la norma chilena NCh 1537.0f86: Diserio estructural de edificios, Cargas
permanentes y sobrecargas de uso, la cual en su tabla 3, especifica que la sobrecarga de uso
uniformente distribuida para pisos es de 2[kPal].

Para la correcta comparacién de ambos casos, en el andlisis sismico de la losa, ha sido
necesario tener en cuenta el punto 5.5.1 de la norma chilena oficial NCh 4330196: Diserio
sismico de edificios, la cual dice que para el cdlculo de masas se deben considerar las cargas
permanentes mas un porcentaje de la sobrecarga de uso, que no podra ser inferior a 25 % en

construcciones destinadas a la habitacion o al uso publico [12].

6.3.1. Carateristicas del material y condiciones de apoyo de la losa

Las caracteristicas del material y condiciones de apoyo de la losa son las siguientes, las

cuales son constantes durante el analisis.

Material Hormigén armado (H-30)
Condiciones de Borde | empotrada en todos sus bordes
Espesor [m] 0,14
E [%] 2,302581x10'°
v 0,2

Tabla 6.4: Propiedades de la losa.

6.3.2. Carateristicas geométricas de la losa

Las caracteristicas geométricas de las losas que se han analizado, se encuentran en la

siguientes figuras:
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6,84

6,48

Espesor=0.14 [m].
Las dimensiones se encuent tran en m.

Figura 6.24: Vista en planta de la losa N°1.

3,26

3,36

Espesor=0.14 [m]
Las dimensiones se encuent tran en m.

Figura 6.25: Vista en planta de la losa N°2.

6.3.3. Cargas sobre la losa

6.3.3.1. Carga estatica sobre la losa

La carga estatica uniformemente repartida sobre la losa corresponde a 2[kPa] més su peso

propio.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

p Hormigén armado :T% 2500
Espesor [m] 0,14
Aceleracion de gravedad [ 3] 9,81
Sobrecarga de uso 2000 [%]
Peso propio losa 3433.5 ]
Carga Total sobre losa 5433.5 [%]

Tabla 6.5: Carga estdtica utilizada en el andlisis.

6.3.3.2. Carga dinamica sobre la losa

La carga dinamica sobre la losa corresponde al registro de aceleraciones verticales del

terremoto del 27 de Febrero del 2010, el cual posee el siguiente registro:

[mis2]

Figura 6.26: Registro de aceleraciones verticales del terremoto 27/02/2010.
Se debe tener en cuenta en este caso, que la masa de la losa corresponde a su masa como

tal mas un 100 % de la sobrecarga de uso, la cual es de 2[kPa]. En este caso se ha utilizado

el 100 % del valor de la sobrecarga debido a que es el caso mas desfavorable.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

6.3.4. Mallado de Elementos Finitos

Las mallas de elementos finitos, tanto para el elemento rectangular como para el triangular,
que han sido utilizadas en este anélisis son las siguientes:
Losa N°1

: =
Deformada  Ter s Registro sismico verical ~
Parametros de la losa 9
Espesor o1s 1 m
— Parametros del M; I 8E .
Wodiode csicked [ apasmein | M2
Moo de Poisson 02 7
beradisd [0 kg3
Costicerte de smortguamients| 005 BE 5
[ Geometrias. i de I 5
Geometrias predefitas deloss: | Losa Cuadrada - E
s
= Sialralias
3
L
e e slertos poriaco | 5 | Selector de elemerto.
Factor de escala geometrica | 8 | m |Elemento rectanguier - | e
Eseuina superior quina supe
w 2] w [2 1 =
N do clemertos en Y [ 35 | N de clemertos en ¥ | 24 |
Escuina inferior izq. a ~ Esquina inferior derecha———— 1l L 1
N° de elementos en X [ 3 | N de slemertos enX [ 6 | 0 q 2 3 4 5 6 7 B 9
Y[1s " Y[o xink
] lel Fuerzas ext
Caso [~ Caso
Losa
radio 1 ‘ m ‘ bk d 7‘7 i e T | —
’7 miénws‘w‘ a [ o |me2 ‘w\g M‘ o s

(a)

Deformada  Tensiones  Registro sismico vertical -
—Parametros de lalosa —F — — —— 9
S, . 5 S
— Parametros del M I B BN -
S
Moo de clasticdad pasee | N SSRS 3
Moduio de Poisson 02 7 SRR
Coeficierte de smottiguamierto|  gg5 | B
S
Geometrias predeterminadas de losa: 5 § |
Geamelios predefiidas de 053 Losa Cusdreds - | E o
[ ] (e ] ‘ S
3
k=
N° de elemertos por lado w0 | ‘Selector de elemento =
actor s |m e o 2R
N® de elementos en X [ 12 | e de elementos en X[ 24 | 1 NSNS N Soam
N do clemertos en 35 - do cemertasen' [ | K
E
o R R R §E S
N de elementos en X | 30 | N° de elementos enX [ G | 0 1 2 3 4 5 3 7 8 ]
W declmenisen (15 | | oo chmenten¥ g | N ximl
Caso Caso
— Losa circular-
‘ rado 1 m ‘ leraci Frecuencia angular—  — Tiempo
’7&! i??s,i ‘Nmi a 177‘77‘ mis2 lrw 0 Radis |7( i 0 ‘ s
—

(b)

Figura 6.27: a) Mallado de elementos rectangulares para la losa N°1. b) Mallado de elementos
triangulares para la losa N°1.
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Losa N°2

Registro sismico vertical

DeformadaTensiones

t

’—Tlsmpn
[

Frecuencia angular—
w [ o |Reds ‘

12

==

N

1|

g -7 "
s g i WH _mm
! il

w e = £z .m

— mm _Mimi m

mwmw, wmwmwwﬁmm

Pt e e
L L

[

(a)

DeformadaTensiones Regisiro sismico vertical
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a) Malla de elementos reactangulares para la losa N°2. b) Malla de elementos

Figura 6.28

lares para la losa N°2.

triangu
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6.3.5. Analisis tensional para losa N°1
6.3.5.1. Distribucion de tensiones para el caso estatico

6.3.5.1.1. Distribucion de tensiones obtenidas a partir del elemento MZC

Sigma X maximo y minimo= 16.4309 kg/em2 -3.9203 kg/om2

[
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1
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[
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Figura 6.29: Distribucion de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Sigma Y méaximo y minimo= 10.487 kg/cm2 -2.6202 kg/cm2
[T T

L
X

E | [l 1
S 5

Figura 6.30: Distribucion de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Tau XY méximo y minimo= 1.5999 kg/cm2 -3.3771 kgfcm2
]

Figura 6.31: Distribucion de tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

6.3.5.1.2. Distribucion de tensiones obtenidas a partir del elemento DKT

Sigma X méximo y minimo= 18.171 kg/cm2 -3.9372 kg/cm2
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Figura 6.32: Distribucion de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Sigma Y méximo y minimo= 11.3097 kg/cm2 -2.6601 kg/cm2
[ SNV P RN

Figura 6.33: Distribucion de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Tau XY maximo y minimo= 2.96 kg/cm2 -1.5756 kg/cm2

Figura 6.34: Distribucion de tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

6.3.5.2. Envolventes de tensiones para el caso dinamico

6.3.5.2.1. Envolventes obtenidas a partir del elemento MZC

Sigma X Méximo Positivo [kg/cm2]= 11.3771
9

Sigma X Maximo Negativo [kg/cm2]= -10.4172
9

y[m]

Figura 6.35: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Sigma Y Maximo Positivo [kg/lcm2]= 7.1434 Sigma Y Maximo Negativo [kg/cm?2]= -6.5418
9 9

Figura 6.36: Envolvente de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Tau XY Méximo Positivo [kg/em2]= 2.1726
9

Tau XY Méximo Negativo [kg/cm2]= -2.3712
9

Figura 6.37: Envolvente de tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

6.3.5.2.2. Envolventes obtenidas a partir del elemento DKT

Sigma X Maximo Positivo [kg/cm2]= 12.5371 Sigma X Méximo Negativo [kg/cm2]= -12.1564
9 9

Figura 6.38: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Sigma Y Maximo Positivo [kg/cm2]= 7.6515 Sigma Y Maximo Negativo [kg/cm2]= -7.0171
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Figura 6.39: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Tau XY Méximo Positivo [kg/cm2]= 2.0639 Tau XY Méximo Negativo [kg/cm2]= -1.8934
9 9
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Figura 6.40: Envolvente de tensiones T,y sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Las tensiones sobre esta losa para el caso estatico son mayores a las que aparecen durante

la aplicacion del registro vertical del terremoto. También, se producen tensiones de traccion,

compresion y corte: £0, 07, £T,, sobre la losa, a diferencia del caso estatico.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

6.3.6. Analisis tensional para losa N°2

6.3.6.1. Distribucion de tensiones para el caso estatico
6.3.6.1.1.

Distribucion de tensiones obtenidas a partir del elemento MZC

Sigma X maximo y minimo= 28.9232 kg/cm2 -7.137 kg/cm2

Figura 6.41: Distribucion de tensiones o sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Sigma Y maximo y minimo= 28.7658 kg/cm2 -14.1938 kg/cm2

Figura 6.42: Distribucion de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

94



6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Tau XY méaximo y minimo= 4.8449 kg/cm2 -6.2146 kg/cm2

|
I I
8 10 12

Figura 6.43: Distribucion de tensiones 7, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

6.3.6.1.2. Distribucion de tensiones obtenidas a partir del elemento DKT

Sigma X méximo y minimo= 28.342 kg/fcm2 -7.1428 kg/cm2
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Figura 6.44: Distribucion de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

y [m]

Sigma Y méximo y minimo= 28.0217 kg/cm2 -14.158 kgfcm2

X [m]

Figura 6.45: Distribucion de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Tau XY maximo y minimo= 4.9826 kg/cm2 -4.8142 kg/cm?2
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Figura 6.46: Distribucion de tensiones 7., sobre la losa discretizada con elementos triangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

6.3.6.2. Envolventes de tensiones para el caso dinamico

6.3.6.2.1. Envolventes obtenidas a partir del elemento MZC

Sigma X Maximo Positivo [kg/cm2]= 24.8467 Sigma X Maximo Negativo [kg/cm2]= -33.8635
12 12

y[m]
y[m]

Figura 6.47: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

Sigma Y Maximo Positivo = -40.1389
12

[kg/cm?2]= 29.9097 Sigma Y Maximo Negativo [kg/cm?2
12

y [m]
y [m]

Figura 6.48: Envolvente de tensiones oy, sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.
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6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

Tau XY Méximo Positivo [kg/cm2]= -6.9579
12

7.1526 Tau XY Méximo Negativo [kg/cm2]=
12

7
10 s 10 -1
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Figura 6.49: Envolvente de tensiones 7., sobre la losa discretizada con elementos rectangulares.

6.3.6.2.2. Envolventes obtenidas a partir del elemento DKT

Sigma X Méximo Positivo [kg/cm2]= 23.6696 Sigma X Maximo Negativo [kg/om2]= -32.4629
12 12
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Figura 6.50: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.




6.3. ANALISIS COMPARATIVO DE LA LOSA

29.2366

Sigma Y Méximo Positivo [kglem2]= -39.1533
12

Sigma Y Maximo Negativo [kg/cm2]=
12
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Figura 6.51: Envolvente de tensiones o, sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

Tau XY Méaximo Positivo [kg/cm2]= 6.891 Tau XY Méximo Negativo [kg/cm2]= -7.073
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Figura 6.52: Envolvente de tensiones T,y sobre la losa discretizada con elementos triangulares.

En este caso, las tensiones que produce la aplicacion del registro vertical del terremoto,
son mayores a las que produce la aplicacién de una carga estatica vertical. Al igual que en el
caso anterior, se producen tensiones de traccion, compresion y corte: 0, +07y, +T,, sobre la
losa, a diferencia del caso estatico.
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Capitulo 7
Conclusiones y recomendaciones

Como resultado final de este trabajo es posible establecer las siguientes conclusiones y

recomendaciones:

1. La importancia de este trabajo es haber utilizado las teorias de placas, basadas en
la elasticidad lineal, y la del movimiento de estructuras de 1 GDL para caracterizar
el comportamiento dindmico de una losa de hormigén armado bajo las accién de
un terremoto vertical, a través de la implementacion de un programa computacional
en lenguaje MATLAB, el cual permite obtener tanto desplazamientos verticales y

tensiones: o, 0, y Ty, que aparecen en la losa durante un terremoto vertical.

2. El método utilizado para resolver el problema es el Método de Elementos Finitos,
lo que confirma que este método es bastante poderoso, no solo en lo que respecta
al andlisis de sistemas estructurales estaticos, sino que también sistemas estructurales

dinamicos.

3. Una losa de hormigén armado se encuentra sometida a esfuerzos de traccién y
compresion: +o0,+0, durante un sismo con una componente de aceleracion vertical

importante, al igual que esfuerzos de corte: £7,.

4. Las tensiones maximas en losas cuadradas y rectangulares empotradas, surgen en el

borde de estas, tanto para el caso estatico como para el dindmico.

5. Las distribuciones de tensiones en losas cuadradas y rectangulares, tanto para el caso
estatico como para el dindmico, son muy similares entre si, ya que en ambos casos la

carga proviene del peso propio y sobrecarga.
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6. Las fibras de una losa que habitualmente se encuentran en compresioén cuando se aplica
una carga estatica vertical, también lo estan, temporalmente, en traccién y compresion
durante la aplicacion del registro vertical del terremoto. Al igual que, las fibras de
una losa que habitualmente se encuentran en traccién cuando se aplica una carga
estdtica vertical, también lo estdn, temporalmente, en compresion y traccién durante

la aplicacion del mismo registro.

7. Las tensiones que se producen en la losa N°1 (ver pagina 88), por efecto de la aplicacion
del registro de aceleraciones del terremoto, son menores a las que se generan por
la carga estética, en cambio para la losa N°2, las tensiones que se producen por la
aplicacion del registro de aceleraciones del terremoto son mayores a las que se generan
por la carga estdtica, debido a que este terremoto en particular, afecta mayormente a la
losa N°2 que a la losa N°1, porque la losa N°2 es mas flexible, ya que posee un periodo

fundamental mayor, tal como lo muestran las figuras B.1 y B.2 del Anexo B.

8. Los sismos que posean una componente de aceleracion vertical importante, como el del
27 de Febrero del 2010, pueden provocar tensiones superiores a las que provocan cargas

estdticas, como por ejemplo las cargas de disefio de la norma chilena NCh 1537.0186.

9. Se deberia considerar la componente vertical y/o contenidos de frecuencias de
terremotos en los andlisis sismicos, ya que otro siSmo que posea una componente
vertical mayor a la que tuvo el terremoto del 27 de Febrero del 2010 podria,
eventualmente, provocar tensiones superiores a las que se consideran en los andlisis

para el disefio.
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Anexo A

Calculo de matrices de rigidez y masa

para el elemento DKT

A.1. Sistema de coordenadas naturales

Debido a que las integrales de las ecuaciones (3.62) y (3.63) se evaldan, primero, sobre un
sistema de coordenadas naturales £ y 7, es frecuente definir sobre la geometria normalizada
del elemento triangular un sistema de coordenadas naturales ¢ y n de manera que el elemento
tenga los lados sobre los ejes ¢ = 0,7 =0y 1 =& —n = 0 como se indica en la figura A.1, de
donde se deduce que las coordenadas de area L, y L; coinciden con las coordenadas é = 0y

n = 0, respectivamente,y L; =1 -& —n = 0.

) &
(1,0)

Figura A.1: Coordenadas naturales en un elemento triangular
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A.2. FUNCIONES DE FORMA DEL ELEMENTO DKT Y SUS DERIVADAS

A.2. Funciones de forma del elemento DKT y sus derivadas

Teniendo en cuenta lo anterior y que las funciones de forma y sus derivadas se encuentran
en las integrales de las ecuaciones (3.62) y (3.63), dichas expresiones deben ser evaluadas en
un nimero adecuado de puntos de integracion para obtener una buena aproximacion del valor

de las integrales. Las expresiones de las funciones de forma y sus derivadas con respecto a &

y 77 son:

Funciones de interpolacion para el desplazamiento

Ny, = Ly + L} (Lo + Ly) — Ly (L3 + L3)

N,, = L (3L, — coL3) + % (c3—c2) LiLyLs

Ny, = L} (b,Ls — b3L,) + % (by — b3) L1 L1 L3

Ny, = L+ L3 (Ly + Ly) - Ly (L3 + L})

N, = L5(c/Ly — c3Ly) + %(Cl —c3) Lh 3L, (A.1)
Ny, = L5 (bsL; — by L3) + % (b3 = by) LyLsL,

Ny, = Ly + L3 (Ly + Ly) — Ly (L} + L3)

Ny = L§ (e2Ly —c1lp) + %(02 —c1) L3 L L,

Ny, = L§ (b1Ly — byLy) + % (by = by) L3Ly L,
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A.2. FUNCIONES DE FORMA DEL ELEMENTO DKT Y SUS DERIVADAS

Funciones de interpolacion para el giro

. = L,5(asNe — asNs)
= bsNs + bgNg
]\]3,{3 = N] - C5N5 - C(,N(,

Ny, = 1.5(asNs — agNe)
Ny, = bsNs + baNs (A2)
Ngxﬁ = N; — cgNg — c4N4
Ny = 1,5 (asNs — asNs)

Ngxg = byNy + b5N5
o N3 — c4N4y — ¢5Ns,
donde N; son las funciones de forma del elemento triangular de seis nodos de clase Cy ([4]),

las cuales son las siguientes

Nl = (2L1 - 1)L1
N> = Q2L -1 L,
N3 = (2L3 - 1)L3

(A.3)
N4 = 4L1L2
N5 = 4L2L3
N¢ = 4L, L,
y
xij
ap = —T
ll.j
3 Xijyij
by = 22U
Tae
i
1.2 1.2
3%~ 25
Cr = T
ij (A4)
iy
di = _ﬁ
ij
1.2 1.2
i T 2N
=R

tj

2 _ (.2 2
=+ %),
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A.2. FUNCIONES DE FORMA DEL ELEMENTO DKT Y SUS DERIVADAS

son coeficientes de escala que relacionan la geometria del elemento tridngular real con el
triangulo de referencia de la figura A.1 definido por las coordenadas naturales € y n, donde
k=4,5,6 paralos lados ij = 23,31, 12 respectivamente.

Las derivadas de las funciones de interpolacion del giro son las siguientes:

Pe (1 =28+ (Ps— Pe)n

g6 (1 =2&) = (g5 + qe) 1
—4+6(E+n)+rs(1 -2 —n(rs+re)
PN, —pe (1 =2&) + 11 (pa + pe)

?zx = g6 (1 =2&) —n(q6 — qa) (A.5)
—2+6&+ 16 (1 =28 +1(ry —re)
—1(ps + pa)
1n(qs = qs)

—1(rs —r1)

—ps (1 =2n) = &(ps — ps)
gs (1 =2n) — £(g5 + g6)
=4 +6(E+n) +rs(1=2n)—E@rs +re)
N, & (pa + pe)
8—172 = &(q4 — qe) (A.6)
—&(rg — 14)
ps (1 =2m) =& (ps+ ps)
qs (1 =2m) + &(qs — q5)
—2+6n+rs(1-2n)+&(ry —rs)

te (1 =28 +m(ts — 16)
I+rs(1 =28 —n(rs+re)
—qe (1 = 2&) + (24 + 1))
ONo, | =1+ 16 (1=28) +1(rs —15)
IE | g6 (1-28) =1 (qs — qs))
—1n (14 + 15)
n(rs—rs)
-1 (q4 — q5)

(A.7)
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A.2. FUNCIONES DE FORMA DEL ELEMENTO DKT Y SUS DERIVADAS

donde

0Ny

on?

—t5(1 = 2n) — &(ts — 15)
L+7rs(1=2n)—&(rs + 1)
—qs5 (1 —=2n) + £(qs + q6)

ts (1 =2n) — & (s + 15)
L+rs(1=2p)+&(rs—rs)
| —g5(1 =2n) —€&(q4 — q5) |

I’k:3

&ty + 16)
E(ry —16)
—&£(q4 — q6)

7
3

con k =4,5,6 para los lados ij = 23,31, 12 respectivamente.

) (A.8)

(A.9)
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A.2. FUNCIONES DE FORMA DEL ELEMENTO DKT Y SUS DERIVADAS

Finalmente, para el calculo de las matrices de rigidez y masa a través de las ecuaciones
(3.62) y (3.63) se necesita definir un sistema de coordenadas cartesiano local (X, ) para cada
elemento triangular, el cual es necesario para el ensamble de la matriz de rigidez y masa

global. Este sistema se muestra en la siguiente figura

Figura A.2: Relacion entre sistema de referencia cartesiano local y global.

Debido a lo anterior, las matrices elementales de rigidez y masa en términos de

coordenadas globales, se calculan de la siguiente manera

(Kpirl = T" Ky T

(A.10)
[Mpr) = T" My, T,
donde T es la matriz de transformacion de coordenadas dada por
1 0 0
T=|0 -sen(a) cos(a)|. (A.11)

0 —cos(a) —sen(a)

Una vez obtenida la matrices de rigidez y masa locales, se realiza el cldsico proceso
de ensamblaje, a través de las relaciones geométricas y posicionales de cada elemento que
compone la malla, con el objetivo de encontrar las respectivas matrices de rigidez y masa

(globales) de la losa.
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Anexo B

Espectro de aceleraciones para el registro

vertical

Un espectro corresponde a un grafico en el que se representa la maxima respuesta en el
tiempo de un pardmetro especifico (desplazamiento, velocidad, aceleracion, etc), originados
por una solicitacion especifica, para una familia de modelos de un grado de libertad. Cada uno
de estos modelos posee propiedades dindmicas especificas (&, w,), por lo que en general se
dibujaran espectros de respuesta para modelos con un nivel de amortiguamiento determinado
(&), pero para distintos valores de masa y rigidez (w,). De esta manera se obtendran distintos
graficos para diferentes valores de &, en el que se represente la maxima respuesta del

parametro en estudio en funcién de diferentes valores de w, (ver [10]).
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B.1. ESPECTRO DE ACELERACIONES DEL REGISTRO VERTICAL DEL
TERREMOTO DEL 27/02/2010

B.1. Espectro de aceleraciones del registro vertical del
terremoto del 27/02/2010

El espectro de aceleraciones del registro vertical del terremoto para una amortiguacion

& =5%, es el siguiente:

T T T T T T

—— Espectro del registro vertical
Losa N°1
——Losa N°2

Periodos y frecuencias
fundamentales
Losa N°1
T,[s] 0.031

wilrad/s] 198.87
Losa N°2
T>[s] 0.104 . ]
wolrad/s] 60.371

a [m/s2]

75 2 225
T 18]

Figura B.1: Espectro de aceleraciones del registro vertical del terremoto 27/02/2010.

A continuacion, en la figura B.2, se presenta un detalle de la zona del espectro del registro

vertical, en donde se encuentran los periodos fundamentales de las losas N°1 y N°2.
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B.1. ESPECTRO DE ACELERACIONES DEL REGISTRO VERTICAL DEL
TERREMOTO DEL 27/02/2010

T T T

—— Espectro del registro vertical
Losa N°1

—— Losa N°2

2.
a [m/s?]

Figura B.2: Ubicacién de los periodos fundamentales T y T, de las losas N°1 y N°2 en el espectro

del registro vertical de aceleracion.

De las figuras B.1 y B.2, se puede observar que el periodo fundamental de la losa
N°2 conlleva aceleraciones espectrales mayores que el de la losa N°1, porque la losa N°2
es una estructura mas flexible, ya que posee un periodo fundamental mayor. Por lo tanto, este
aumento en las aceleraciones espectrales, se debe a que este terremoto en particular, afecta
mayormente a la losa N°2 que a la losa N°1, es por esto que las tensiones provocadas por
el registro vertical de aceleraciones aplicadas sobre la losa N°2 superan a las que origina la

carga estatica aplicada sobre la misma losa, y para la losa N°1 son menores.
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